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Chapitre 1

Nombres réels

1.1 Introduction

On suppose connues les propriétés de 'ensemble N dit ensemble des entiers naturels ainsi que celles de
Iensemble Z dit ensemble des entiers relatifs.

1.1.1 Nombres rationnels

Par définition, un nombre r est dit un nombre rationnel §’il existe deux nombres p € Z et q € N* tels que
_ b N . S, .
r = —. Ainsi I’ensemble des nombres rationnels Q s’écrit

Qz{l—) tels que peZ, g e N*}.
q

. . P . a N
Parmi les nombres rationnels, on trouve les nombres décimaux qui sont des nombres de la forme Tow ou

a € Z et n €N. Ainsi, on peut affirmer que

Proposition 1.1. Un nombre est rationnel si et seulement si il admet une écriture décimale périodique ou
finie.

Nous ne donnons pas démonstration a cette proposition, par contre nous devons savoir 'appliquer. Ainsi,
par exemple, les nombres :
x=0,25 y=0,3333333... 2z=15,068214321432143...

sont des nombres rationnels. Cela se voit facilement pour les nombres x et y qui valent respectivement
x = % ety= % Par contre, ce n’est pas le cas du nombre z. Et donc, avant de terminer cette section, véri-
fions que z = 15,068 2143 2143 2143... est un rationnel.

Lidée de la démonstration repose sur la périodicité de Iécriture de z que nous allons multiplier par 103
(car la période pour le nombre z -qu’on a considéré- commence 3 chiffres apres la virgule). On a alors

10%z = 15068,2143 2143 2143 ... (1.1)

Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d’une période, c’est a dire que dans notre cas
on multiplie par 10* pour décaler de 4 chiffres. On a donc

10%10% 2 = 150682143,2143 2143 ... (1.2)
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Les parties apres la virgule des deux égalités (1.1) et (1.2) sont les mémes, donc si on les soustrait en faisant
(1.2)-(1.1) alors les parties décimales s’annulent et on obtient :

107z — 10% 2 = 9999000 z = 150667066.

_ 150667066

E = ; i i .
t donc z 9999000 ce qui prouve bien que z € Q

1.1.2 Nombres irrationnels

Nous avons vu précédemment que les nombres qui ont une écriture décimale périodique ou qui ont un
nombre fini de chiffres apres la virgule (donc ayant également une écriture décimale périodique mais avec
des zéros!) sont des nombres rationnels. Qu’en est t’il alors des nombres tels que

V2=1,41421356237.... 71 =3,141592653589... e =2,718281828459...,

qui n’ont pas une écriture décimale périodique ? De tels nombres sont dits irrationnels car ce ne sont pas
des nombres rationnels comme on le peut vérifier pour le nombre v/2.

Exercice 1.1. Montrez que le nombre réel V2 n’est pas un rationnel

Réponse : Pour montrer que "v2 ¢ Q", nous procédons par 'absurde en supposant que V2 est un rationnel.
Dans ce cas :

V2eQ@ = 3p, geNtelsque V2= P et pged(a,b) =1 avec p ou g impair
q

= p2 est pair car p2 = 2q2.

Considérons alors les cas :

e Cas 1: p est impair.
Alors p =2n+1 et p?2 =4n? +4n + 1 est impair d’ou contradiction avec le fait que p? est pair.

e Cas 2: p est pair.
Alors p = 2n et donc 2¢2 = p? = 4n?, cest a dire g2 = 2n? d'oit ¢? est pair et donc ¢ est pair et donc
contradiction avec le fait que au mois p ou ¢ est impair.

2

Ainsi, les deux cas considérés ci dessus nous permettent de conclure que v/2 est irrationnel.

1.2 Le corps des nombres réels

On admet l'existence de 'ensemble R dit ensemble des nombres réels. Muni des opérations + et x (Lopéra-
tion x est notée -), 'ensemble R est un corps commutatif, c’est & dire que I’ensemble R vérifie les propriétés
suivantes :

e Va,b,ceR,(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c (associativité de la loi +)
e Va,beR,a+b=b+a (commutativité de la loi +)
e Je eR(e=0),telquea+e=a (0 élément neutre de +)

e YaceR, Ja' €eR(a = —a), tel que a +d =e (—a symétrique -ou encore opposé- de a)
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e Va,b,ceR,(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c (associativité de la loi -)
e Va, beR,a-b=b-a (commutativité de la loi -)
e Va,b, ceR,(a+b)-c=(a-c)+(b-c) (distributivité de - par rapport a +)
e Je' eR* (e =1), tel que a e =a (1 élément neutre de -)
e YaeR*,Ja leR* (a = é), tel que a-a~1 = e (e~ ! inverse de a)

De plus, en munissant R de la relation d’ordre <, on peut vérifier que (R, +,-,<) est un corps commutatif
totalement ordonné puisque

e Va,beR,onasoit: a<boub=a, (en particulier, on a < a, Va € R)
e Va,beR,ona: a<b et b<sa<=a=b
e Va,b,ceR,ona: a<b et bsc=a<c, (transitivité de <)

De plus, I'ordre induit par < est compatible avec 'addition + posseéde la propriété de positivité supplémen-
taire, en effet
e Va, b,ceR, a<sb=a+c<b+c

e Vx, yeR, x<y—ax<ay VaceR?

Les propriétés précédentes -celles relatives a 'ordre < ainsi que celles qui font de 'ensemble R un corps
commutatif totalement ordonné- permettent d’obtenir les implications ou équivalences ci-aprés qui sont les
reégles de calcul sur R en liaison avec l'ordre <. Nous détaillons cette liste sans démonstration.

e SoitacRalors:a=z0<= —-a<0

e Soienta, beRalors:a=0etb<0=ab=<0
e Soienta, beRalors:a<0etb<0=ab=0
e Soienta, beRalorsa=b<=a-b=0

e Soit beR", alorsa—b <a <a+b pour tout a € R.

e Soita, b, ceR,alorsa>betc>0=ac>bc

1
e SoitaeR,alorsa>0—= —>0
a

1 1
e Soient a, b€R,alorsO<a<b:>0<E<—
a

e Soienta, beR,alorsa=0etb=1=ab=a
e Soienta, beR,alorsa=0et0<b<1—=0<ab<a
e Soienta, beR,alorsa=b<= —-a<-b

e Soienta, beR*, a2 <b2<a=<bd

b
e Soienta, b, ¢, dER, (0<a£b)et(0<cSc):»(0<acsbd)et(0<%<Z)
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1.2.1 Partie minorée, majorée, bornée
Dans toute cette section, A désigne une partie non vide de R.

Définition 1.1. Soient M, m € R, on dit que :
— M e R est un majorant de A si Vx€ A, x <M. On dit alors que A est majorée.

— m e R est un minorant de A si Vxe€ A, x =m. On dit alors que A est minorée.

— A est bornée si A est a la fois minorée et majorée.

Dans la suite, nous devons tenir compte des remarques et propriétés suivantes :

e Un majorant ou un minorant d’'une partie A n’est pas forcément un élément de A.

o S’il existe un majorant M de A qui appartient a A, alors M est unique. Cet élément est appelé plus grand
élément de A et on note M = max(A). Ainsi

M =max(A) < M € A et M est un majorant de A.

¢ S’il existe un minorant m de A qui appartient a A, alors m est unique. Cet élément est appelé plus petit
élément de A et on note M = min(A). Ainsi

m =min(A) < m € A et m est un minorant de A.

Exemple 1.1.

1. Les intervalles I =]1-1, 2[ et J =[—1, 2] sont bornés car ils sont majorés par 2 et minorés par -1. De
plus, min(J) = —1 et max(J) = 2 par contre min(I) et max(I) n’existent pas.

1
2. A ={—, n€Z}est majorée par 1 et minorée par -1.
n

3. L'ensemble des entiers naturels N est minoré par 0 mais n’est pas majoré.

4. Les ensembles Z, Q et R ne sont ni minorés ni majorées.

1.2.2 Borne supérieur, borne inférieure

Définition 1.2. Soient . ’ensemble des majorants de A et ¥ l'ensemble des minorants de A.
— Le plus petit élément de #, s’il existe, est appelé borne supérieur de A. Cet élément est noté sup(A).

— Le plus grand élément de %, s’il existe, est appelé borne inférieur de A. Cet élément est noté inf(A).

Concernant ces deux notions de borne supérieur et borne inférieure, nous devons remarquer que :

o La borne supérieure de A s’elle existe est unique et c’est le plus petit des majorants de A.
e Si A admet un plus grand élément, alors cet élément est la borne supérieure de A.

e La borne inférieure de A si elle existe est unique et c’est le plus grand des minorants de A.
e Si A admet un plus petit élément, alors cet élément est la borne inférieure de A.
Exemple 1.2.

1
1. Soit A={1+ Py n € 7}, alors max(A) = sup(A) = 2 et min(A) =inf(A) = 0.
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2. Soit B={x€Q, x% < 2}, alors on vérifie que sup(B) = v2 ¢ B.
Proposition 1.2. (Axiome de la borne supérieure (inférieure))

1. Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure dans R.

2. Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure dans R.

Remarque 1.1. La borne supérieure ou inférieure d’'une partie A de R quand elle existe n’appartient pas
toujours & A et on a

M=sup(A)eA < M estle plus grand élément de A.

m=inf(A)e A <= m est le plus petit élément de A.

Théoreme 1.1. (Caractérisation de la borne supérieure (inférieure))
Soit A une partie non vide de R,
— si A admet une borne supérieure alors

M=sup(A) = (Va€A,a<M)et (Ve>0,3x€ A, M -e<x<M).
— si A admet une borne inférieure alors

m=inf(A) <= (Vae€A,a=m)et (Ve>0,Ax€ A, m<x<m+e).

En tenant compte des résultats précédents, nous pouvons vérifier que :

e sup(A)=max(A) < A est majorée et max(A) existe.

inf(A) = min(A) < A est minorée etmin(A) existe.

e Ya,beR, eta<b, sup(la, bl) =sup(la, bl) =sup(la, b[) =sup(la, b[) = sup(]—oo, b]) = sup(l-oo, b[) = b.
e Va, beR, eta<b, inf(la, b]) =inf(la, b]) =inf([a, b[) =inf(a, b[) = inf([a, +ool) = inf(Jla, +ool) = a.

1.2.3 Propriétés de la borne supérieure et de la borne inférieure
Proposition 1.3. Soient A, B deux parties non vides de R tels que AcB .

— Si B est majorée alors A est majorée et sup(A) < sup(B).

— Si B est minorée alors A est minorée et inf(B) < inf(A).

Définition 1.3. Soient A et B deux parties non vides de R, on définit les ensembles —A et A + B respective-

ment par
-A={-a,a€A} e A+B={a+b,acAetbeB}

Proposition 1.4. Soient A, B deux parties non vides de R,
1. Si A est majorée alors —A est minorée et on a inf(—A) = —sup(A).
2. Si A est minorée alors —A est majorée et on a sup(—A) = —inf(A).
3. Si A et B sont majorées alors A + B est majorée et on a sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

4. Si A et B sont minorées alors A + B est minorée et on a inf(A + B) = inf(A) +inf(B).
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1.2.4 Valeur absolue

Définition 1.4. Soit x un nombre réel, on appelle valeur absolue de x qu’on note |x| le réel défini par :
x six=0
|| = .
—-x  sinon.

Parmi les propriétés vérifiées pour la valeur absolue, on a :

x six=y

e Pour tout réel x, |x| = max(x,—x) o max(x,y) = { .
y six<y.

= >
.« Vx€ER, x| =x<=x=0
x| = —x<=x<0
x| x|,
o Vx, yeR, lxyl=Ilxllyl et |—|=— siy#0.
vyl Iyl
2_.,2
x°=y° = x| =1yl
e Vx, yeR,
Y {x25y2<:>|x|s|y|

o VxeR, VaZ=|x| et |x|2=x2.
e VxeR, VaeR", (x|<a<-a<x<a) et (x|2a<=x<-aoua<x)

Proposition 1.5.

1. Vx, yeR, |x+yl<|x|+]yl (inégalité triangulaire)
2. Vx, yeR, |x|—|yl <lx+yl<lxl+]yl. (double inégalité triangulaire)
3. Vx, yeR, llxl-Iyll <lx—yl

4. Vx, yeR, |x+yl=|x|+]|y| = xy =0 <= x et y ont le méme signe.

1.2.5 Partie entiére

Théoreme 1.2. Pour tout réel x, il existe un unique entier relatif n tel que n < x <n+ 1. Cet entier est noté
E(x) et est appelé partie entiére de x.

Les propriétés ci dessous peuvent établies sans grand effort, elles sont données sans démonstration.

¢ Le nombre E(x) est le plus grand nombre entier inférieur ou égal a x.

E®) x < Ex)+1

<
.VxER’{x—l < E@x < x

E(x+m)=Ex)+m, VxeR, VmeZ.
e E(—x)=-E(x)—1, VxeR\Z,.



Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Généralités

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1. Une suite d’éléments d’un ensemble [ est une application u de N (ou d’une partie de N) dans
E, ou ce qui revient a dire au méme une famille d’éléments de E indicée par N, i.e.,

u: N — E
n — un)=u,

Vocabulaire et notations.

o Liimage u(n) est notée u, et est appelée terme d’indice n, ou terme général, de la suite u.
¢ La suite en elle méme est notée (u,)nen, 0u (,)n=0 Ou en abrégé (u,).

¢ On parle de suite numérique réelle lorsque E = R et de suite numérique complexe si E = C.
Exemple 2.1.

1
1. Soitu, =—, (n>0).
n

geoey 9 e

n

DN | =
LW

Les termes successifs de la suite (u,) sont : 1,

’

2. Soit v, = sin(nz), (n=0).

Les termes successifs de la suite (v,) sont : 1,0, -1, 0, 1, 0, -1, 0, ...,
Dans ce cas, v, ne prend que trois valeurs distinctes.

_1\n
3. wy,=n+ ( ) , (n=3).
n-—
9 14 25
Les termes successtfs de la suite (wy) sont : 2, >3

Pour cet exemple, w,, prend une infinité de valeurs.

4. t,= eln =cos(z)+zsin(£), (n>0).
n n

1+\/§\/§\/§ V3 1

Les termes successifs de (t,) sont : —1, 1, 3 17, ? R cos( )+Lsm( ), 2 +l§,
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Dans la suite de ce cours, nous nous intéresserons principalement aux suites réelles. En effet, définir une
suite complexe (z,),en €équivaut a définir deux suites réelles (1, ),en et (v )nen telles que :

VneN, z, =u, +1v,, (e, u,=R(z,) et v, =3(z,)).

De plus, nous devons tenir compte des remarques suivantes :

e Deux suites (up)nen €t (Uy)nen sont égales si et seulement si u, = v, pour tout n e N.

e On ne confondra pas la suite (u,),en et 'ensemble {u,, n € N} de ces valeurs. Par exemple, si u, = (-1)"
et v, = (=1)"*1, alors les suites (& ,)nen €t (U )nen sont distinetes et pourtant elles ont le méme ensemble
de valeurs {—1,1}.

Définition 2.2. (Suites récurrentes)

— Le terme général d’une suite peut étre défini par une relation de la forme u, = f(un—1) (ot [ est une
application de N dans R), la donnée du premier terme ug permet de construire les termes successifs de la
suite, i.e.,

ug=acR, ui=f(ug), ug=f(uy), us=f(ua), ...

Dans ce cas, on dit que (u,) est une suite récurrente.

— Dans certains cas, la récurrence peut porter sur deux termes consécutifs : u, = F(u,—1,un—2). Lapplication
F étant définie de R? dans R et les deux premiers termes ug et uq sont alors donnés.

Exemple 2.2.
1. Soit la suite de terme général u,, défini par ug=1etu, =1+ pour n=1.
Un-1
3 5 8
On peut vérifier que les termes successifs de la suite sont : 2, 335

2. La suite de Fibonacci est définie par ug=ui1=1et up+1 =Up+Up-1.

3. Plus généralement on a les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 définies par la formule u,1 =au, +
bu,_1 avec ug et uq donnés.

Remarque 2.1. Soit f une fonction réelle dont le domaine de définition est noté Dy. Pour assurer l'existence
d’une suite récurrente définie par uo = a € R et u, = f(un—1), il faut vérifier que a appartient @ D et que
pour tout n €N up € Df = uyy1 € Dy. Cette remarque est illustrée par l'exemple ci aprés.

Exemple 2.3. Soit la suite définie par ug e Ret u, =+\/1—u,_1 pour tout n = 1.

Pour que cette suite soit bien définie, il faut tout d’abord que u1 existe, c’est a dire que uy < 1. De méme, pour
que ug existe, il faut que uy <1, c’est a dire que ug = 0.

On vérifie finalement que la condition 0 < ug < 1 est suffisante pour assurer lexistence de la suite (u,), car
Uintervalle [0, 1] est stable par la fonction x — v'1—x.

2.1.2 Suite stationnaire, bornée, monotone

Soit (1, ) une suite réelle. On dit que la suite (u,) est :

» stationnaire §’il existe ng € N tel que u, = u,,, V n = no. En particulier, une suite constante (v, =
ug, V n =ng) est une suite stationnaire.

* périodique de période p (p €N*) si VR €N, u,,p = u, et p est le plus petit entier positif vérifiant cette
propriété. Lentier p est alors appelé période de la suite (u,) qui est dite suite p-périodique.
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e majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier neNon a u, <M.

e minorée s’il existe un réel m tel que pour tout entier n e N on a m < u,.

¢ bornée si elle est majorée et minorée, i.e., Im, M eR, VneNym <u, <M.

e croissante (resp. strictement croissante) si pour tout n € Non a u,+1 = u, (respectivement u, .1 > u,).

o décroissante (resp. strictement décroissante) si pour tout n e Non a u,+1 < u, (respectivement v, <
Up).

* monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante
ou strictement décroissante)

Remarque 2.2. Il arrive qu’une propriété ne soit pas vraie pour tous les premiers termes d’une suite mais
seulement a partir d’'un certain rang. Par exemple, (u,) est croissante a partir d’'un certain rang s’il existe
un entier n tel que pour tout n=ng on a Uy+1 = Uy.

Exemple 2.4.
1 u,= sin(ng), (n = 0) est périodique de période p = 4.

Les termes successifs cette suite sont : 1,0, -1, 0,1, 0, -1, 0, ...,

2. u, =sinn est majorée.
1 . L ,
3. u, = — pour n =1 est strictement décroissante et bornée.
n
4. u, =e" est croissante, minorée mais pas majorée.
5 upg=aeRet u, =v3u,_1+4 pour n = 1. On peut vérifier que :
— si a =4, alors u, =4 pour tout n =0 et donc (u,) est constante.
. 4 . .
— s -3 < a <4, alors (u,) est croissante majorée par 4.
— si a >4, alors (uy) est décroissante minorée par 4.

Proposition 2.1. La suite (u,) est bornée si et seulement si la suite (|u,|) est majorée.

2.2 Convergence d’une suite

2.2.1 Suites convergentes, divergentes

Définition 2.3. On dit que la suite (u,) est convergente et de limite I, si pour n assez grand u, appartient
a tout voisinage donné de I, i.e.,

Ve>0,AN €N, tel que Vn >N, |u,—1|<e.

On note alors : 1 = lim u,.
n—+oo

Remarque 2.3. Sion note l = a+1, et pour tout n, z, =x, +1y,, (a, B, X, yn étant des nombres réels), on
vérifie que :

lim z,=l< lim x, =aet lim =p.
n—+oo n n—+oo n n~+ooyn ﬁ

Cette remarque permet de ramener la convergence d’une suite complexe a celle de la convergence de deux
suites réelles.
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Définition 2.4. On dit qu’une suite réelle (u,) tend vers +oo si

VA eR, AN eNtel que VneN (n>N = u, = A).
De méme, on dit qu’une suite réelle (u,) tend vers —oo si

VAeR, AN eNtel que VneN (n>N = u, <A).

On note suivant les cas lim u, =+ocoou lim u, = —oo.
n—+oo n—+oo

Définition 2.5. On dit qu’une suite (u,) diverge si elle ne converge pas, c’est & dire si elle n’admet pas de
limite finie dans R.

Exemple 2.5.
2n—1

2n+1"
Cette suite est convergente de limite 1 car lir+n u, =1
n—+oo

1. Soit la suite (u,) ot u, =

2. Soit la suite (v,) ot v, =n + .

. . ntl .

Cette suite est divergente de limite infinie car hI_P v, = +oo.
n—+oo

3. Soit la suite (wy) ou w, =(-1)".
Cette suite est divergente sans limite car le terme général prend alternativement les valeurs -1 et 1.

4. Soit la suite (t,) ou t, =sinn.
Cette suite est divergente sans limite car la fonction sinus n’a pas de limite en +oo.

Théoreme 2.1. Si une suite admet une limite alors cette limite est unique.
Proposition 2.2. Une suite (u,) réelle convergente est une suite bornée.

Remarque 2.4. La réciproque de la proposition précédente est fausse. En effet, la suite définie par u, =
(=1)" est bornée et pourtant elle est divergente.

Définition 2.6. (Suites extraites)
Soit (uy)nen une suite. On appelle suite extraite (ou sous suite) de la suite u toute suite v dont le terme
général peut s’écrire v, = up(n), ol p est une application strictement croissante de N dans lui méme.

Exemple 2.6.

1. Siup,=n+(-1)" et p(n) =2n, on obtient la suite extraite v, = ug, =2n+ 1, pour tout n € N,

ni T T
2. Siu, = sin(g) et p(n) =4n+1, on obtient la suite extraite v, = u4p+1 = sin(2nm + 5) = sin(g) =1,

pour tout n € N. On remarque que cette sous-suite est une suite constante.

Proposition 2.3. Une suite (u,) est convergente de limite [ si et seulement si toute sous extraite de (u,) est
convergente de limite [.

Les deux remarques suivantes sont particulierement importantes.
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e Une suite (z,) peut ne pas avoir de limite alors que certaines de ces suites extraites peuvent en avoir.
e Si deux suites extraites d'une méme suite (u,) ont des limites différentes, alors la suite (1) n’a pas de
limite.

Proposition 2.4.
- Toute suite croissante majorée est convergente de limite | = sup{u,; n € N}.

- Toute suite décroissante minorée est convergente de limite l =inf{u,; n € N}.
- Toute suite croissante non magjorée est divergente de limite +oo.

- Toute suite décroissante non minorée est divergente de limite —oo.

2.2.2 Suites de Cauchy

Soit (1,)n=0 une suite réelle
Définition 2.7. La (uy,),>0 est dite suite de Cauchy si elle vérifie :

Ve>0,AN€eN, tel que Vn >N, Vm >N, |uy, —unl|<e.

Remarque 2.5. Il est facile de vérifier que (u,) est de Cauchy si
Ve>0,3IN €N, tel que Vn >N, Vp >0, lupip—unl<e.

Théoreme 2.2. Une suite réelle (ou complexe) est convergente si et seulement si elle est de Cauchy. On dit
que R (ou C) est un ensemble complet.

Exemple 2.7.
. L | 1 1 1
1. Soit u, = —s=1+—s+—s+...+—soussl.
ik 25 3 n
1 1 1 1 1 1
+ +...+ =n = — (car — =
(n+1)¥ (n+2) 2n)s 2n)s 28 (n+j)3¥ (n+n)
Ainsi nhIP (ugn —un) #0 et donc (uy,) nest pas de Cauchy et par suite elle n’est pas convergente.
—+00

Onaug,—uy= pour j=1,...,n).

o1 1 1 1
2. Soitun=) —S=—s+-—5+...t—.
ppk? 22 32 n?2
Soit m > n, alors
1 + ! + +1
u _u = oo R
e (n+1)2  (n+2)2 m2
1 1 1 1 1 1
= —- + - +.o+ -—
n n+l n+l n+2 m-1 m
1
< -
n

. S PV 1
ot on a utilisé l'inégalité igE < e

(uy) est de Cauchy et par suite elle est convergente.

# pour j=1,2,.... Ainsi lim (u,, —uy,)=0 et donc la suite
J n=—+oo

Concernant les suites complexes, nous pouvons il est établi que si (z,),>0 une suite complexe telle que
Zzp =ap +1b, pour tout n € N. Alors :

La suite complexe (z,),>0 est de Cauchy < Les suites réelles (a,),>0 et (b,),>0 sont de Cauchy.

Remarque 2.6. Le résultat du théoréeme précédent n’est pas vérifié pour une suite d’éléments d’'un ensemble
E quelconque. En effet on peut vérifier que toute suite convergente est de Cauchy. Par contre, dans un ensemble
E quelconque, une suite de Cauchy peut ne pas étre convergente.
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2.3 Opérations sur les suites

Soient (u,) et (v,) deux suites admettant comme limites respectives a et (.

Proposition 2.5. (Suite somme)
La suite somme (sy), dont le terme général est définie par s, = u, +v,, a pour limite a + .

I1 est a noter que si I'une des deux suites est divergente en ayant une limite infinie alors :
e Si lim u, =+oo (resp. —o0) et lim v, =pfeRalors lim (u,+v,)=+oo (resp. —oco0).
n—+o0o n—+o0o n—+o0o

e Si lim u,=+oc0et lim v, =—-o00, on a une forme indéterminée qui nécessite une étude plus approfon-
n—+oo nh—+o0o

die pour conclure.

Proposition 2.6. (Suite produit)
La suite produit (p,,), dont le terme général est définie par p, = unv,, a pour limite ap.

Proposition 2.7.
Si (up) est une suite bornée et (vy,) est une suite qui converge vers 0, alors la suite produit (u,v,) converge
vers 0.

Proposition 2.8. (Suite inverse)
Soit (u,) une suite de limite a (a non nul) et vérifiant u, # 0, Vn. Alors la suite inverse (v,,) dont le terme

1 1
général est définie par v, = —, a pour limite —.
Up a

Notons que dans le cas ou la suite (z,) converge vers 0 ou vers oo, on a les résultats suivants :

1
e Si lim u, =+o00ou hm u, =-ooalors lim — =0.

n—+oo n— n—+oo y,
. 1 1
e Si hm u, =07 (resp. hm u, =07) alors hm — = 400 (resp. llm — = —00).

Proposition 2.9. (Inégalités et passage a la limite)
Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles vérifiant u, < v, a partir d’un certain rang ng et lirP u, = a,
n—+oo

lim v, =g, alors a < .
n—+oo

Théoreme 2.3. (Théoreme des gendarmes)
Soient (uy), (v,) deux suites convergentes de méme limite [ € R et (x,,) une suite vérifiant u, < x, <v, a
partir d’un certain rang ng, alors (x,) est convergente de limite .

Les résultats précédents permettent de vérifier que :

e Si(uy), (v,) sont deux suites réelles vérifiant lirP u, = +oo et v, = u, a partir d’'un certain rang ny,
n—+oo
alors lim v, =+oo.
n—+oo
e Si(up), (v,) deux suites réelles vérifiant lirP u, = —oo et v, < u, a partir d'un certain rang ng, alors
n—+oo

lim v, = —oo0.
n—+oo

2.4 Suites particulieres

Soit (u,) une suite réelle
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2.4.1 Suites arithmétiques

Définition 2.8. La suite (uy) est dite arithmétique de raison r si Vn €N, w1 =u, +r.

Proposition 2.10. Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, alors
Vn, meN, up,=uy+(n—m)r.

En particulier : VneN, u, =ug+nr.

Proposition 2.11. Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, alors la somme des (n + 1) premiers termes
de la suite (un)nen est donnée par :

L +1
Sp,=uo+ui+...+u,= Zukz(n+1)u0+mr.

£=0 2
2.4.2 Suites géométriques

Définition 2.9. La suite (u,) est dite géométrique de raison q si VneN, uy+1 =quy,.

Proposition 2.12. Soit (u,) une suite géométrique de raison q, alors

vn, meN, u,=q" "upn.

En particulier : VneN, u, =q"uy.

Proposition 2.13. Soit (u,) une suite géométrique de raison q # 1, alors la somme des (n + 1) premiers
termes de la suite (u,)nen est donnée par :

n n B 1_qn+1
Sp,=ug+ui+...+uy= Z up =uOZq =u01—.

k=0 =0 -q
2.4.3 Suites adjacentes

Soit (1) et (v,) deux suites réelles,

Définition 2.10. On dit que ces deux suites sont adjacentes, si l'une est croissante, 'autre est décroissante
et lim (u, —v,)=0.
n—+oo

Exemple 2.8.
1. Soient les deux suites (uy) et (v,) définies par :
n

unzzgetvnzun+m.
k=0F" :

Ces deux suites sont adjacentes, en effet :

— Upt1—Up = CEE >0, ce qui fait que (u,) est croissante.
1-n . L.
— Up+1—Up = EFE <0, ce qui fait que (v,) est décroissante.

1 .
— Un=Up=——, etdonc lim (u, —v,)=0.
n! n—+oo
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2. Soit la suite (uy,),>1 dont le terme général est donné par

On peut vérifier que les deux suites extraites (X, )n>1 = (U2n)n>1 €t (VnIn=1 = (WU2n+1)n>1 SOnt adjacentes,
en effet :

1
2n+1 2n+2
1
+
2n+2 2n+3

— Xp+l—Xn =UQn+1) — U2n = >0, ainsi (x,) est croissante.

— Yn4l—Yn =Un+3 —Uop+1 = — <0, et donc (y,) est décroissante.

— Yn—Xp =Up+l—U2n = , ce qui donne ﬁIP (Yn —x,)=0.
n—+oo

1
2n+1
Théoréeme 2.4. Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.

2.5 Suites récurrentes

2.5.1 Suites (u,) telles que u, =f(u,-1)

Théoreme 2.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I c R telle que f(I) < 1. Si de plus f est dérivable
sur I et vérifie la condition |f (x)| < K < 1, alors la suite récurrente u, = f(u,—-1) et ug € I est convergente de
limite 1, ou [ est l'unique solution de l’équation f(x) = x pour x € I.

Exemple 2.9.
1
1. Soit la suite récurrente ug=1et u, = f(up—1) pour tout n=1ou f(x)= e
x
, 1 / 1
0 =———et >0, =——<1
naf (x) CESE et pour x If (@) CRESE
Ainsi, la suite (up,) est convergente de limite [ ot | = /2 — 1 est Punique solution positive de Uéquation
f(x)=x.
2u,+1

2. Soit la suite (uy,) définie par ug €0, 1let u,+1 = pour tout n € N,

n

2x+1 /
La fonction f qui définit la suite (u,) est telle que f(x) = xTZ Cette fonction vérifie f (x) = >
x

1 (x + 2)2
0, ainsi f est croissante et comme f(0) = 3 et f(1) = 1, il vient que [0, 1] est stable par f, c’est a dire
que f([0, 1]) < [0, 1].

' 3
De plus, on vérifie que |f (x)| < 1 <1 pour tout x €[0, 11.

La suite (uy) est la fonction f qui la définit vérifient donc les hypothéses du théoreme du point fixe.
Il en résulte que (uy,) est convergente de limite [, oir I € [0, 1] est 'unique solution de l’équation f(x) = x.

En résolvant cette derniére équation, on trouve que [ = 1.

2.5.2 Suites (u,) telles que u, =au,_1+bu,_o

On suppose que ab # 0 car si non, il est facile de vérifier que les suites définies lorsque a =0 ou b =0 sont
géométriques.
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On démontre que I'expression de la suite (z,) dans le cas a # 0 et b # 0 dépend des solutions de I'équa-
tion du second degré
(E) r’—ar—-boureC.

On a alors les trois cas suivants :
« cas A =a?+4b > 0. Léquation (E) posséde deux solutions distinctes r; et rg, et dans ce cas, la solution

générale est :
Up = A} + Aory,

et on détermine les constantes 11 et A9 en résolvant le systeme :

uo /11+/12
ui = AMri+Aaere

e cas A =a?+4b < 0. Léquation (E) posséde deux solutions complexes conjuguées rq = rg = pe', et dans
ce cas, la solution générale est alors :

un = p"(Acos(nb) + Bsin(nf)).
Les constantes A et B sont obtenues en résolvant le systéme :

ug = A
ui = p(Acos(6)+Bsin(h))

a
e cas A =a?+4b = 0. Léquation (E) posséde une unique solution r = 3 On montre alors que la solution

générale est donnée par :
un =r"(A1+Agn),

ou 17 et Ao sont déterminées en résolvant le systéme :

ug = /11
u1 r(A1+A2)
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Chapitre 3

Fonctions réelles. Limite et
continuite

3.1 Fonction réelle d’une variable réelle

3.1.1 Définitions

Définition 3.1. On appelle fonction réelle d’une variable réelle, toute application f définie sur une partie D
de R a valeur dans R. Lensemble D est appelé domaine de définition de f et est noté D¢. On a alors

Df={x€eR, f(x) existe}.

Exemple 3.1.
1
1. =——, Dr=R\{-5}
fx) w5 2f {-5}
2 f()=——, Dy =R
' ISR Mt

3. fx)=vx+1, Df=[-1, +ool.

Définition 3.2. (Parité d’une fonction)

— Une fonction f est dite paire si Vx€Dy,~x €Dy et f(-x) = f(x).

— Une fonction f est dite impaire si Vx € Dg,—x € D¢ et f(—x)=—f(x).

Exemple 3.2.

1. La fonction f définie par f(x) = 1 est paire.

x2 4

2. La fonction f définie par f(x) =

X . .
est impazre.
x2+1

Définition 3.3. (Fonction périodique)

17
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— Une fonction f est dite périodique, s’il existe un nombre réel positif p non nul tel que

VxeDy,x+p€Dyet flx+p)=f(x).

— Le plus petit nombre p satisfaisant a cette définition est appelé la période de la fonction f.

Exemple 3.3.

1. Les fonctions trigonométriques sin et cos sont périodiques de période 27.

2. La fonction f définie par f(x)=x—E(x) (ot E(x) est la partie entiére de x) est périodique de période 1.

Définition 3.4. (Fonction bornée)
Soit f une fonction réelle ayant Dy pour domaine de définition. On dit que f est :

- minorée s’il existe m € R tel que pour tout x € D¢, on a m < f(x).
- majorée s’il existe M € R tel que pour tout x€ Dy on a f(x)< M.

- bornée si [ est majorée et minorée.

Vocabulaire et notations
« Si f est majorée, on appelle borne supérieure de f le nombre réel sup(f) = sup{f(x); x € D¢}.
Dy

e Si f est minorée, on appelle borne inférieure de f le nombre réel ill)lf(f )=inf{f(x); x € D¢}.
f

e On dit que / admet un maximum en a € D¢ si f(a) est le maximum de la partie (D) = {f(x), x € Dr}.

» On dit que  admet un maximum local en a € D¢ si il existe I un intervalle ouvert contenant a et tel que
f(a) soit le maximum de f(DrN1I).

e On dit que f admet un minimum en @ € D¢ si f(a) est le minimum de la partie f(Df) = {f(x), x€ Dr}.

¢ On dit que f admet un minimum local en @ € Dy si il existe I un intervalle ouvert contenant a et tel que
f(a) soit le minimum de f(Dyn1I).

e Un extremum (local) est un maximum (local) ou un minimum (local).

Remarque 3.1. Une fonction bornée posséde toujours une borne supérieure et une borne inférieure mais
pas forcément un maximum et un minimum.

Exemple 3.4.

1
1. La fonction f définie par f(x)= il
x

1 est majorée par 1 et minorée par 0. Elle est donc bornée.

2. Soit f :R— R définie par f(x) = V1-x2, alors Dy =[-1, 1] et  est bornée avec sup (f) = [mﬁ(](f) =1
[-1,1] -1,
De méme inf (f)= min(f)=0.
[-1,1] -1,1]

3. Soit f :10,1[— R définie par f(x) = x. Alors f est bornée. On a sup(f) =1, mais I]T%Ei)[((f) n’existe pas. De
10,1 ,
méme, on a inf(f) =0, mais min(f) n’existe pas.
10,11 10,1[

4. Une fonction peut admetire un maximum en plusieurs points. Ainsi, la fonction f(x) = sinx admet un

. . 7
maximum en les points x = 2 +kmavec keZ.
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Définition 3.5. (Fonction monotone)
Soit f une fonction réelle définie sur un D. On dit que [ est :

- croissante sur D si : Vx1,x9 € D,x9 == x1 = f(x2) = f(x1).

- strictement croissante sur D si : Vx1,x9 € D,x9 >x1 = f(x2) > f(x1).

- décroissante sur D si : Vx1,x9 € D,x9 = x1 = f(x2) < f(x1).

- strictement décroissante sur D si : Vx1,x2 € D,x2 >x1 = f(x2) < f(x1).

- est monotone si elle est ou bien croissante ou bien décroissante. Elle est dite strictement monotone si elle
est strictement croissante ou strictement décroissante.

Exemple 3.5.

1. La fonction f(x)=2x+ 1 est strictement croissante sur R. En effet, pour tous x1,x2 €R, on a :
xg >x1=2x9 >2x1 = 2x2+1>2x1 +1 = f(x9) > f(x1).

2. flx)= x2—1+1 est strictement décroissante sur R. En effet, pour tous x1,x2 €R, on a :

2 2

X9 >x1 = x5 > x5 = x5+ 1> 22 + 1= f(x2) < f(x1).

3.1.2 Opérations sur les fonctions

Définition 3.6. (Opérations)

Soient f et g deux fonctions définies sur I. On définit alors :

— lasommede fetg:Vxel, (f+g)x)=f(x)+g(x).

— le produit de f par un scalaire AeR : Vx eI, (Af)(x)=Ax f(x).
— leproduitde f et g :Vxel, (fg)x)=f(x)x g(x).

1 1
— linverse de f, pour une fonction f non nulle sur I : Vxel, (—) (x)=——

f flx)
— la valeur absolue de f : Vx e I,|f|(x) =|f(x)l.

— une relation d’ordre : f <gsur I = Vxel, f(x) < g(x).

Définition 3.7. (Composition)
Soit une fonction réelle f définie sur I et une fonction g telle que g soit définie sur f(I). On définit la
composition de f et g, notée gof par Vx eI, (gof)x)=g(f(x)).

Exemple 3.6.
1. Soit f(x) = V1-x2 et g(x) = sinx, alors on Dy =1[-1, 11 et Dg =R et donc la fonction h = fog est

définie pour tout x € Dy, =R par h(x) = V1-sin2x = Veos2x = |cosx|, par contre la fonction t = gof
n'est définie que pour x € D; =[-1, 1] et t(x) = sin(V 1 —x2).

1 1
2. Soit f(x)= ——— et g(x) = —, alorson Dy =R et D, =R* et donc la fonction h = f o g est définie pour
V1+x2 o ! &
1
tout x # 0 par h(x) = 11 = 2x+ T Par contre la fonction t = go f est définie par et t(x) = V' 1+ x2
+ = X
X

pour tour réel x.
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3.2 Limite d’une fonction

3.2.1 Définitions

Définition 3.8. Pour xg € R, on appelle voisinage de xq tout intervalle de la forme lxg — €, xo+ €l ot € > 0.
Généralement, un voisinage de xq est noté ¥ (xo) ou ¥y, ou tout simplement V.

Définition 3.9. Soit f une fonction définie au voisinage du point xo, sauf peut étre en xo. On dit que :
— [ admet une limite [ lorsque x tend vers x si et seulement si

Ve>0, In, >0; [x—x0l<n: = If(x) 1| <e.
On note lim f(x) =1 ou lim f(x) = L.
xX—x0 X0
— f(x) tend vers +oo quand x tend vers xg si et seulement si
VK >0, 3ng >0; |x —xo|l <ng = f(x) > K.
On note lim f(x) = +oo ou lim f(x) = +oo.
xX—X0 X0
— [ admet une limite [ lorsque x tend vers +oo si et seulement si
Ve>0,dK>0; x>K = |f(x)-1| <e.
On note lim f(x)=1oulimf(x)=1.
x—+00 +00
— f(x) tend vers +oo quand x tend vers +oo si et seulement si
VK>0,dM >0; x>M = f(x)> K.
On note lim f(x)= 400 ou lim f(x) = +oo.
xX—+00 +00

Remarque 3.2. On définit de facon similaire lgcmf(x) = —oo, limf(x) =1, lim f(x) = —oo, limf(x) = —00,
0 —00 oo *°

l_igf(x) = +o0.

Exemple 3.7.

1. Soit f(x) = x, il est facile d’établir que lign f(x) = a pour tout réel a et ligf(x) = +oo et 1_1{.101 f(x)=—o0.
2. Soit f(x) = x2, il est facile d’établir que lign f(x) = a® pour tout réel a et llg f(x)=+ooet 1_1£ f(x) = +oo.

3. Soit f(x) =e™*, On peut établir que 1}&1 f(x)=0et l_igf(x) = +o0.
. 1 . .
4. Soit f(x) = —;, On peut établir que hén f(x) = +oo.
x

Définition 3.10. (limite a droite, limite a gauche)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I sauf peut étre en xo € I. On dit que f admet une limite [ :

— a gauche en x si et seulement si
Ve>0, I, >0; xog—ne<x<xg = |f(x)-1|<e.

On note lim f(x) =1 ou lim f(x) = 1.
x—>x0 JCO
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— a droite en xg si et seulement si
Ve>0, I, >0; xo<x<xg+n. = |f(x)-1|<e.

On note 1im+ fx)=1ou 1iI+nf(x) =1L

x—»xO JCO

Définition 3.11. (limite par valeurs supérieures ou inférieures)

Soit f une fonction de limite I en xy € R. On dit que f(x) tend vers | par valeurs supérieurs (respectivement
inférieurs) quand x tend vers xg si, au voisinage de xq, f(x) =1 (resp f(x) <1). On peut alors éventuellement
noter 1;151 f(x)=1" (respectivement lgcron flx)=1").

Proposition 3.1. La limite d’une fonction f en un point xg est unique.

Proposition 3.2. Une fonction f admet une limite | en xq si et seulement si elle admet | comme limite a
gauche et a droite en xy, i.e.,

limf(x)=1 < limf(x)=limf(x)=1.

) Xq xa

3.2.2 Limites usuelles

Ci-dessous, une liste (non exhaustive) de limites que I'on doit connaitre et dont I'usage ne nécessite pas
d’explications. La justification de ces limites sera donnée ultérieurement.

Limites en 0

I R | P | +oosin=2
eVneN*, limx"=0. e¢VneN*, lim— =+oo. eVneN*, lim— = coSLn=ap .
0 o+ x 0~ x" —oosin=2p+1
i t 1- 1
e lim Tt =1 e lim X g e lim— 2% _ =
0 x 0 x 0 x2 2
In(1+
e limlnx = —oo. e VaeR*, limx%Inx=-co. e limu =1.
(s 0+ 0 x
e -1
e lim =1.
0 «x

Limites en +co

. . . +oosin=2
eVneN*, limx"=+oco, eVneN* lim— =0, e VneN*, limx"= . P .
+00 +o0 x" —00 —ocosin=2p+1
. tanx . tanx
e lim = +o00, e lim = —o00,
- X I+
2
. wr .. Inx
e limlnx = +oo, eVaeR*, lim— =0.
+00 +oo x@
ex
e limx%e* =0 e lim — = +co0.
—00 +oo x@

3.2.3 Opérations sur les limites

Proposition 3.3. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur une méme partie de R et admettant au point
. . ! .
xq les limites [ et | respectivement. Alors



22 CHAPITRE 3. FONCTIONS REELLES. LIMITE ET CONTINUITE
- lim(f + g)(x) = lim f(x) +limg(x) =1 + 1 .
X0 X0 X0
- lgcm(/lf)(x) = Algcmf(x) =A-l pour tout 1 €R.
0 0

- im(fg)(x) =lim f (x) x lim g(x) = 1.

lim £ (x)

X0

—, sil #0.

i 1&‘3‘(?(’“) - lim g(x) - l
X0

- lgclonlfl(x)= Ilgcronf(x)l =ll.

Remarque 3.3.

1. Dans la proposition précédente xg € R = [—oo + 00] et peut donc prendre une valeur finie ou les valeurs
! . . N ™
+00 ou —oo. Il en est de méme pour [ et | . Ainsi en tenant compte des régles de calcul dans R, on a :

(+00) + (+00) = +00 et (—o00) + (—00) = —co

o (+00) x (+00) = +00, (—00) x (—00) = +00 et (—oo) x (+00) = (+00) x (—o0) = —00.
e YVaeR, a+(+o0)=+o0et a+(—00)=—o0.
e Va>0, ax(+o00)=+o00et ax(—oo)=—oo0.

e Va<0, ax(+00)=(—00)et ax(—oo0)=+oo.
! 0* LI 0 L +00 et =
400 —oco0 0Ot oo 0~ oo
. 0 o0 . .
2. Les expressions 0 x (+00), 0 x (—00), (—00) + (+00), 0 Too o0, 1% qu’on appelle formes indéterminées,

n’ont pas de valeur prédéfinie. Le résultat d’une forme indéterminée dépend des expressions rencon-
trées.

Proposition 3.4.

1. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un voisinage V de xg. Alors,

siVx eV, f(x)<g(x)alors lim fx) < limg(x). (Théoréme de comparaison).
0 0

2. Soit f, g et h trois fonctions réelles définies sur un voisinage V' de xy. Alors,

siVxe7V, f(x)<g(x)<h(x)et I%Cm f(x)= lgcmh(x) =1 alors 1§Cm gx)=1. (Théoréme des gendarmes).
0 0 0

3.3 Continuité d’une fonction

3.3.1 Définitions

Définition 3.12. (continuité)
Soient f une fonction réelle et xo € Dy ou Dy est le domaine de définition de f. On dit que f est
- continue en xg si f admet f(xg) comme limite en xo. Autrement dit

f est continue en xy < l%cron f(x) = f(xo).

- continue sur son domaine de définition si et seulement si f est continue en tout point xo € Dy.
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- continue a droite en xg si f admet f(xg) comme limite en xa’.

- continue & gauche en xg si f admet f(x9) comme limite en x.

Exemple 3.8.

1. Les fonctions trigonométriques x — sinx et x — cosx sont continues sur R.
. 1 . N . Vs . .
2. La fonction f : x — — est continue sur R*. cette fonction n’étant pas continue en 0 car limy+ f(x) = +oo.
X

3. On peut vérifier que la fonction E : x — E(x) (dite fonction partie entiere) est continue sur R\Z.

Définition 3.13. (Prolongement par continuité)
Soient xg € I et f est une fonction définie sur I —{xo} vérifiant lim f(x) = a. On dit que g est un prolongement
x0

par continuité de f en xq si et seulement si g(x) = f(x), Vx # xg et g(xo) =a.

Exemple 3.9.

sinx

1. Soit f la fonction définie sur R* par f(x) =

2(0) = 1 est un prolongement par continuité de f en 0.

. Alors, la fonction g définie par g(x) = f(x), Vx #0 et

x—2
2. Soit f la fonction définie sur R—{1} par f(x) = e« On voit que li{nf(x) = 0 et donc si on pose

gx)=rf(x), Vx #1et g(1) =0 alors g est un prolongement par continuité de f en 1.

Définition 3.14. (Restriction d’une fonction)
Soit f une fonction réelle ayant Dy pour domaine de définition. Soit D une partie de D¢ . La fonction fp
définie sur D par Vx € D, fp(x) = f(x) sappelle la restriction de f a D.

Proposition 3.5.
Soient f et g deux fonctions continues xg. Alors

1. f+getf-gsontcontinues en xg.
2. Si g(x) # 0 au voisinage de xo, alors i est continue en xy.
g

3. Si f est continue en xg et g est continue en f(xg), alors go [ est continue en x.

Exemple 3.10.

1

1. Les fonctions polynémes p : x— p(x) =anx" +a,-1x"" " +...+a1x +ag sont continues sur R.

@)

2. Les fonctions rationnelles r : x — r(x) = @

en tout point xg tel que q(xg) #0.

(oix p et q sont des fonctions polynomiales) sont continues

3. Les fonctions x — sinx, x — cosx et x — e~ sont continues sur R.
4. La fonction x — tanx est continue sur R—{5 +kn, k € Z}.

5. Les fonctions x — Inx et x — /x sont respectivement continues sur 10, +oo[ et [0, +ool.
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3.3.2 Propriétés des fonctions continues

Proposition 3.6. Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b]. Alors

- f a un maximum M et un minimum m sur [a, b].

- limage de lintervalle [a, b] par une f est Uintervalle [m, M] ot m = min f(x)et M = max f(x).
x€la, b] x€la, bl

Théoréme 3.1. (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f : [a, bl — R une fonction continue telle que f(a) < f(b). Alors pour tout y € [f(a), f(b)] il existe
x €la, bl tel que f(x) =y.

Remarque 3.4. Le résultat du théoréme précédent reste vrai pour une fonction f : [a, b] — R continue telle
que f(a) = f(b). Dans ce cas, pour tout y € [f(b), f(a)l il existe x € [a, b] tel que f(x) = y.

Théoréeme 3.2. (Théoréme de Bolzano)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue telle que f(a)f(b) <0, alors il existe au moins un réel ¢ compris
entre a et b tel que f(c)=0.

Définition 3.15. (injectivité, surjectivité, bijectivité)
- Une application f : E — F est injective si tout élément de F a au plus un antécédent par f, i.e.,
Vx1, x0 € E, f(x1) = f(x2) = x1 = x2.

- Une application f : E — F est surjective si tout élément de F a au moins un antécédent par f, i.e.,
VyeF dxeE, y=f(x).

- Une application f : E — F est bijective si elle est a la fois injective et surjective, i.e.,
VyeF 3AlxeE, y=f(x).

Proposition 3.7. (Fonction réciproque)

Soit une application bijective f : E — F. Il existe alors une unique application notée f~1: F — E telle que
flof=Idget fof ' =Idp. Lapplication f~1 est appelée application réciproque de f.

Proposition 3.8. (Fonction réciproque et monotonie)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I alors f
réalise une bijection de I dans f(I).

3.3.3 Fonctions uniformément continues

Définition 3.16. Soit D cR, et f : D — R une fonction. On dit que f est uniformément continue sur D si

Ve>0,3a >0 tel que Vx,x’ED, Ix—x/l Sa:lf(x)—f(x’)lsg.

Remarque 3.5. Il est immédiat que l'uniforme continuité de f sur D entraine sa continuité en tout point
de D. La réciproque n’est pas toujours vraie, mais nous avons le théoréme suivant.
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Théoreme 3.3. (Heine)
Soit I =[a,b] c R un intervalle fermé borné de R, f : I — R une application continue sur I. Alors f est
uniformément continue sur I.

Définition 3.17. (Fonction lipschitzienne)
Soit D cR, f : D — R une fonction. On dit que f est

- k-lipschitzienne sur D si Vx, x eD, |f(x)— f(x’)l <klx —xll.

- k-contractante sur D si f est k-lipschitzienne et k € [0, 1[.

Proposition 3.9. Soit D cR, f : D — R une fonction k-lipschitzienne sur D. Alors f est uniformément
continue sur D.

3.3.4 Fonctions continues et suites de réels

Proposition 3.10. Soit D cR, f:D — Ret f définie au voisinage de xo € D. Alors f est continue en xg si
et seulement si pour toute suite (u,) de réels convergeante vers xo, la suite de réels (f(uy)) -définie a partir
d’un certain rang- converge vers f(xg).

Proposition 3.11. Soit f :[a, b] — R continue vérifiant f([a, b]) cla, bl. Soit a € [a, b] et (u,) la suite
définie par :

upg=a
Un+1=fwy) pour n=0

Alors st la suite (uy) converge, elle converge vers un point fixe de f dans Uintervalle [a, b], c’est-a-dire un
point x € [a, b] tel que f(x) = x.

Théoréeme 3.4. (Théoréme du point fixe)
Soit f :[a, b] — R continue vérifiant f(la, b]) cla, bl et f contractante de rapport k €[0,1[. Soit a € [a, b]
et (uy) la suite définie par :

upg=a
Un+1=fwy) pour n=0

Alors la suite (u,) converge vers l'unique point fixe de f dans lintervalle [a, b].

Remarque 3.6. Soit f une fonction dérivable sur [a, b] tel que If’(x)l <K, Vxe€la, blou K €[0, 1[, alors f
est K-contractante sur [a, bl.
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Chapitre 4

Fonctions réelles. Dérivabilité

4.1 Fonctions dérivables

4.1.1 Définitions

Définition 4.1. Soit f une fonction définie au voisinage de xo € I ot I < Dy et Dy étant le domaine de
x)—f(x
définition de f. On dit que f est dérivable en x, si le rapport M admet une limite finie lorsque x
x—x0

tend vers xo. On écrit alors :
f' (o) = lim LD =11%0)

X=X X —XQ

Le nombre f ’(xo) est appelée nombre dérivée de f en xg ou la dérivée de f en x.

Exemple 4.1.
1. La fonction f(x)=x" ot n € N est dérivable en tout point xy € R, et on a f’(xo) =nx""1. En effet
m f(x)~fxo) _ 1, 2, n-2 n-1_, n-1

li lim =limx" " +«x 0+...Fxxy “Hxg = nxg
X0 X —X0 X0 X —X0 X0

n_..n
X xO

2. La fonction x — cosx est dérivable en tout point xo € R, et on a cos xo = sinxg. En effet

. X+X . xX—X . X—X
. cosx—cosxyg —2sin(*5)sin(2) . x+xp sin(FHL)
lim = = lim sin( ——x,— = Sinxo.
X0 X —X0 X —X0 X0 5

Interprétation géométrique. Dire que f est dérivable en xg, c’est dire que la courbe (Cf) de f présente
au point A = (xg, f (x¢)) une tangente (A) non verticale d’équation y = f(xg) + (x — x0)f I(xo).

’ +h)—
Remarque 4.1. En posant x =xo+h alors x — xg <> h — 0 et f (xg) = }llirr(l) M.
Définition 4.2. (fonction dérivée)

On dit que f : D — Rest dérivable sur D si f est dérivable en tout point de D et on définit sa fonction dérivée
!
f par:
!

f: D — R
x — f@

27
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Définition 4.3. Soit f une fonction définie au voisinage de xo € I ow I = Dy et Dy étant le domaine de
définition de f. On dit que f
f(x) = f(x0)

X—X0

- est dérivable a droite en x, si le rapport admet une limite finie lorsque x tend vers xj. On

écrit alors

£ = tim TOTIED ) = tim 22T 0),

x—xg X — X0 x—xg X — X0
.. N . f(x) = f(x0) . . _
- est dérivable a gauche en xo, si le rapport ————— admet une limite finie lorsque x tend vers x;,. On
X —xg
écrit alors () f(xo) () Flx0)

f/(xa): hm_m ou f;(xo)Z lim_M.

X=X, X—X0 X=X, X —X0

Remarque 4.2.
1. Si f est dérivable a droite et & gauche d’un point xg et si f’(xar) = f’(xa) alors [ est dérivable en x et
fxo)=f () =Ff (xg).

2. Une fonction f peut étre dérivable a droite et a gauche d’'un point xo sans qu’elle soit dérivable en x
comme c’est le cas de la fonction x — |x| en x¢ = 0.

4.1.2 Propriétés

Proposition 4.1. Si f est dérivable en xy alors f est continue en x.

Remarque 4.3.

1. La réciproque de la propriété précédente est fausse. En effet, la fonction x — |x| est continue en 0 mais
. . . fl)=fO) .. x| 1 si x>0
non dérivable en 0 puisque lim ————— =lim — = .
x—0 x-0 x—0 x -1 si x<0.

2. La fonction x — /x est un autre exemple de fonction continue en 0 mais non dérivable en 0.*

3. Il est possible de construire des fonctions continues qui ne sont dérivables en aucun point de leur
domaine de définition.

Proposition 4.2. Soit f une fonction réelle admettant un extremum local en xg. Si f est dérivable en x,
alors f (xp) =0.

Remarque 4.4.

1. La réciproque de la proposition précédente n’est pas toujours vraie. En effet, pour f(x) = x°, on a
!
f (0) =0, mais 0 n’est pas un extremum local.

2. Les extremums locaux d’une fonction f sur un intervalle I sont a rechercher : parmi les points ou f
n’est pas dérivable, parmi les extrémités de I et parmi les points intérieurs a I ot f est de dérivée nulle.

Proposition 4.3.

- Si f est dérivable sur D alors a - f est dérivable sur D pour tout réel a et on a

(af)=af.
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- Si f et g sont deux fonctions dérivables sur D, alors f + g et f g sont dérivables sur D et on a
(f+8) =f +get(f-8)=f-g+f 8.
1
- Si f ne s’annule pas sur D et f est dérivable sur D, alors ? est dérivable sur D et on a

1y —f
(7 -7
- Si f et g sont deux fonctions dérivables sur D et g ne s‘annule pas sur D alors i est dérivable sur D et on
a 8
(1)’ _fs-fe
gl g2

Proposition 4.4. Soit f une fonction dérivable sur D et g une fonction dérivable sur (D), alors gof est
dérivable sur D et on a :

(gof) =g (H)-f.

4.1.3 Dérivées successives

Définition 4.4. Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I. On pose f© = f et fV = f’
la dérivée premiére de f. Par récurrence, en supposant que [~V existe et est dérivable dans I, on définit

f(n) — (f(nfl))/_

Si la fonction f™ existe, on dit que f est n fois dérivable sur Uintervalle I.

Définition 4.5. Soit f : I — R une fonction n fois dérivable sur I. Si de plus " est continue sur I, on dit
que f est de classe C" sur I. On note C"(I,R) l’ensemble des fonctions de classe C™ de I dans R.

On dit que f est de classe €*° sur I si f est n fois dérivable sur I pour tout entier naturel n. On note €°°(I,R)
l’ensemble de ces fonctions.

Remarque 4.5.
1. Lensemble €°(I,R) désigne ensemble des fonctions réelles continues sur I.
2. On vérifie l’équivalence suivante :
f(n) =0 < f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a n—1 sur I.
Théoreme 4.1. (formule de Leibniz)

Soient f et g deux fonctions dérivables n fois sur un intervalle 1. Alors le produit des deux fonctions f et g
est n fois dérivable et on a :

n
(f,g)(n) — Z Cﬁ f(k)g(n—k)'
k=0

4.2 Théoréme de Rolle et accroissements finis

Théoreme 4.2. (théoréeme de Rolle)
Soit  une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] telle que f est dérivable sur la, bl et

f(a) = f(b). Alors, il existe c €la, bl; f (c)=0.
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Théoreme 4.3. (Théoreme des Accroissements Finis (TAF))

- Premiere forme : Soit f une fonction continue sur Uintervalle fermé borné [a, b] et dérivable sur Uinter-

f()-f(a)

e

- Deuxiéme forme : Soit [ une fonction continue sur [a, a + h] (ot h > 0) et dérivable sur la, a + hl. Alors,
il existe 0 €10, 1[; f(a+h)— f(a) = hf (a +Oh).

valle ouvert la, bl. Alors, il existe c €la, bl; f/(c) =

Exemple 4.2. Utilisons le théoréeme des accroissements finis pour donner une majoration de l’erreur abso-
lue commise lorsqu’on remplace v401 par 20.

Pour cela, appliquons le TAF a la fonction x — \/x entre 400 et 401. Il vient que : v401—20 = %\/400 +0, ot

6 €10, 1[. On conclue alors que 20 est une valeur approchée "par défaut” de v401. Lerreur absolue commise
étant inférieur a %.

Proposition 4.5. Soit f une fonction continue sur [a, b] dérivable sur la, bl, alors :
— Vx€la, bl, f/(x) >0 = f est strictement croissante sur I.

— Vx€la, bl, f/(x) < 0= f est strictement décroissante sur I.

— Vx€la, bl, fl(x) =0 < f est constante sur I.
Remarque 4.6. Les réciproques des deux premieres propriétés de la proposition précédente sont fausses.

Proposition 4.6. Soit xo € R et f une fonction continue sur I =]xg—h, xo + hl et dérivable sur I —{xy}, alors

1imf/(x) =1 =>limM =
X0 X0 X—X0

l.

Remarque 4.7. La réciproque de la proposition précédente est fausse.

1
En effet, la fonction f définie par f(x) = x? sin(;)pour x #0et f(0) =0 est continue sur R, dérivable sur R* et
fx)-fO) _ .

/ 1 1 1 ,
on a f (x) = 2xsin(—) — cos(—) pour tout réel x non nul. De plus, lim ————— =limxsin(-) =0 et lim f (x)
x x 0 x-0 0 x 0
n’existe pas.

Corqlaire 4.1. Soit xg € Ret f une fonction continue sur I =lxg—h, xo+hl, dérivable sur I —{xo} et vérifiant
limf (x) =1 €R, alors f est dérivable en xg avec f (xg) =1 et de plus f est continue en x.
0

Corolaire 4.2. Soit xg € R et f une fonction continue sur I =lxg—h, xo +hl, dérivable sur I —{xg} et telle que
! . . . . Z

f admet une limite infinie en xo, alors f n’est pas dérivable en xg et la courbe Cr de f admet une tangente

verticale au point d’abscisse x.

Théoréeme 4.4. (Théoréeme des Accroissements Finis Généralisé (TAFG)) /
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, bl, dérivables sur la, bl vérifiant g(a) # g(b) et Vx €la, bl, g (x) #
f®)-f@ £

gb)—gl@)  g'(c)

0. Alors, il existe c €la, bl tel que
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Corolaire 4.3. (Régle de ’Hospital)
Soient f et g deux fonctions continues sur I =[xo—h, xo+h] (ott x9 € R et h > 0), dérivables sur I — {xg}
vérifiant f(xg) = g(xo) =0et Vx eI —{xo},g(x) #0 et g (x) #0. Alors,

lim £

. fx)
— = m— =1
X0 g (x)

=1 =1.
x0 g(x)

Remarque 4.8.

0 le’s]
1. La régle de ’Hospital permet de lever (parfois) des formes indéterminées du type — ou — dans le cas

!

X
ot f et g tendent toutes les deux vers 0 en xg, ou vers oo, et si le rapport % admet une limite finie
g'(x

ou égale a +oo en x.

2. La réciproque du corolaire précédent est fausse.

Exemple 4.3.
sinx i cosx

1. lim =lim 1
0 x o 1
1+x)%—1- 1+x)%1- —Da(l +x)*2 -1
2. lim(x)—2ax =lim a(l+) ¢ :lim(a LR = (@-Da pour tout a €R.
0 x 0 2% 0 2

4.3 Formule de Taylor-Young

4.3.1 Développement de Taylor-Young d’une fonction

Définition 4.6.
- On dit que la fonction f vérifie les conditions de Taylor-Young a l'ordre 0 au point xo € R, si f est continue
en x.

- On dit que la fonction f vérifie les conditions de Taylor-Young & lordre n € N* au point xo € R, si il existe
un intervalle ouvert I =xo—h, xo + hl tel que f soit (n—1) fois dérivable sur I et f™~V étant dérivable en
X0-

Remarque 4.9. Une fonction de classe C™ sur I vérifie les conditions de Taylor-Young & Uordre n, en xg € I.

Théoreme 4.5. Si f vérifie les conditions de Taylor-Young a l'ordre n € N, au point xq € I, alors il existe une
fonction € vérifiant lgcm e(x) =0 et telle que
0

_ 2 _ n
Vrel, f(x) = f(xo) + (x —x0)f (x0)+ %f (x0)+...+ %f””(xo) +(x —x0) ex).

Vocabulaire et Notation.

e Le développement de f obtenu ci-dessus est appelé Développement de Taylor-Young de f a 'ordre n en
x0. On le note DTY,(xg).

o La partie polynomiale de ce développement est appelée partie réguliére (ou principale).

e (x—x0)"e(x) est appelé terme complémentaire.
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e Un développement de Taylor-Young de f écrit en xo = 0 est appelé développement de Taylor-MacLaurin.
Ce développement s’écrit :

2 n
Vrel, f(x) = F0)+xf (0)+ % £ +...+ % £™(0) + 2" e(x).

Exemple 4.4. Soit n un entier naturel donné, on peut vérifier que le DTY,(0) (ou le développement de
Taylor-MacLaurin) est donné pour quelques fonctions usuelles par :
2 n

1 ex=1+x+%+...+x—'+x"£(x), Vx eR.
! n!

ala—-1) , al@-1)...(a-n+1)
— X" +...+

2. I+x)*=1+ax+ 2" +x"e(x), Vx>-1

! n!
3 x5 x2n+1 on+o
X X P "
3. sinx=x 3l + 5l ..+ (=1) @ni D! +x e(x), VxeR.
2 4 2n
- _x_ x__ _ nx_ 2n+1
4. cosx=1 T + 1 (1) @ +x e(x), VxeR

4.3.2 Dérivation et intégration de DTY

Théoreme 4.6. La partie réguliére du DTY,(xg)de [ " s'obtient en dérivant la partie réguliére du DTY,1(xg)
def,ie.,si

/ (x—x0)% v (x —xp)" 1
Vael, f()= fx0) + (= x0)f (o) + = f (xo) +... + % £ D (0) + (x — x0) L ().
alors
_ 2 . _ n
Vel £ = (xo)+x—x0)f (x0) + (’62—’f")f(x0) ot %f("ﬂ)(xo) +(x— x0) £9(x).
Exemple 4.5.
1. Considéronsle DTY2,+1(0) de f(x) = sinx donné par :
. PR J . x2n+1 e
s1nx=x—§+5—...+(—1) m+x £1(x), VxeR.

On voit alors qu’en dérivant, on a :
2 4 2n
cosx=1— % + % —...+(—1)"(’2€T)‘ + 22 eo(x), VxeR,
et on retrouve le DTY9,(0) de cosx.
2. Sachant que le DTY5(0) de f(x) =tanx est donné par :

3 2 5

1 5
tanx =x+ —x° + —x° +x°e1(x).
3 15

On obtient en dérivant : 9
tanx =22 + §x4 +x4€2(x).

qui correspond au DTY4(0) de la fonction f(x) = tan®(x).
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Théoreme 4.7. La partie réguliére du DTY,(xq) de F la primitive de [ qui s‘annule en xq s’obtient en
intégrant la partie réguliere du DTY,_1(xo) de f, plus précisément., si

_ 2 _ n—1
Vel fG)=flan) - x)f o)+ SO o)+t I D) 4 ) e o)
alors
x (x—x0)? s (x=20)" .(n_1) n
Vxel, F(x) zf f(x)dx = (x—x0)f (x0) + Tf (xo)+...+ —'f (x0)+ (x —x0)"e9(x).
x0

Exemple 4.6. En prenant a = —1dans le DTY,_1(0)de f(£)=(1+t)% ona:
1
—=1-t+2 -+ (D) ), Vs -1,
1+¢

d’ou en intégrant, on a :

x 1 2 3 n
1n(1+x):/ —dt=x- ) e, Vs -1
b 1+¢ 2 "3 7

4.4 Développements limités

4.4.1 Notions sur les développements limités

Définition 4.7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xo € I. On dit que [ posséde un développe-
ment limité d’ordre n en xq (qu’on note DL ,(x()), s’il existe un polynéme P, de degré inférieur ou égal a n et
une fonction € de limite nulle en xg tels que

f(x) =Pplx—x0)+ (x —x0)" e(x), Yo €I —{xp},

ie., il existe n+1réels ag,a1,...,a, et une fonction € de limite nulle en xg tels que

Fx)=ag+a1(x—x0)+ag(x—x0)% +...+an(x—2x0)" +(x —x0)"e(x) = > a;i(x—x0) +(x — x0)e(x).
i=0

Remarque 4.10.

1. Dire que f admet un développement limité a 'ordre n en xg signifie qu’il existe des reels ag,ai,...,an,
tels que
lim F(x)—(ag+a1(x—x0) +ag(x—x0)% +...+anlx—x0)")
xo (x —x0)"
On voit donc que plus n est grand meilleure est donc Uapproximation de f(x) par le polynéme ag +
a1(x—x0)+as(x—x0)2+...+an(x—x0)" au voisinage de x.

=0.

2. Un développement de Taylor-Young (DTY) est un développement limité (DL) mais la réciproque n’est
pas vraie. En effet, considérons par exemple la fonction f(x)=1+x +a2+4° sin(l). Cette fonction a un
développement limité a Uordre 2 en 0 puisque ¥

Fx)=1+x+x2+x%e(x), o e(x) = xsin(g—:t).

En calculant la dérivée de f , on a :

. 1 1 1 1
f (x) =1+ 2x + 322 sin(=) —xcos(-) = 1+x(2 —cos() + 3x2 sin(-).

Mais f n’a pas de dérivée seconde en 0 car

F-1
X

1 1
=2—-cos(—)+3xsin(—) n’a pas de limite quand x
X x

tend vers 0.
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3. Pour tout x proche de xo (i.e. x € ¥y, un voisinage de xg), le terme complémentaire (x —xo)"e(x) est
négligeable devant n’importe quel monéme de la partie réguliere ag+a1(x —xo) + as(x —x0)% +... +
an(x—ax9)".

4. La fonction x — f(x) admet un développement limité d’ordre n au voisinage de xg si et seulement si
la fonction h — f(xo+h) admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. En effet : Si l'on
pose x=x9+h,ona

Fx)=ag+ai(x—xp)+as(x—x0)> +...+anx—x0)" +(x —x0)"e(x).

équivaut a
flxo+h)=ag+arh+ash®+...+anh™ +h e(xo +h).

et €(x) tend vers 0 quand x tend xg si et seulement si (xqg + h) tend vers 0 quand h tend vers 0. Ainsi,
dans la suite de ce chapitre, on ne considérera plus, sauf indication contraire, que des développements
limités au voisinage de 0.

5. Supposons que f admette un DL,(xg) et soit p <n, p € N. Alors f admet un DL,(xo) obtenu par
troncature. plus précisément, si f(x) =ag +a1(x—x0)+a2(x—x0)2 . tan(x—x0)" +(x—x9)"€1(x) alors
Fx)=ao+ai(x—xo)+as(x—x0)%+...+ ap(x—x0)? + (x —x0)P e2(x).

Proposition 4.7. La partie réguliére (principale) du développement limité d’une fonction f est unique. i.e.,
les coefficients ag, a1,..., an, du DL, (xo) d’'une fonction sont définis de fagon unique.

Corolaire 4.4. Si une fonction f est paire (respectivement impaire), alors la partie réguliére de son DL, (0)
ne contient que des mondémes d’exposant pair (respectivement impair).

Proposition 4.8. Soit f une fonction admettant le développement limité f(x) = ag+a1(x—xo)+aa(x—x0)% +
et an(x —x0)" +(x — x0)" e(x) et soit m le plus petit indice vérifiant an, # 0. Alors [(x) z @m(x—x0)™.
Inversement, si f(x) z am(x —x0)™ avec m €N, alors Je, f(x) = am(x—x0)™ + (x —x0)" e(x) et lgcme(x) =0.

0

Remarque 4.11. Dans la pratique, on utilisera souvent les équivalents dans la recherche des limites, et
les développements limités lorsqu’on cherche plus de précision -par exemple non seulement lexistence d’une
demi-tangente mais encore la position de la courbe par rapport a celle-ci- ou quand, il est difficile d’utiliser
des équivalents (notamment dans les sommes).

Définition 4.8. Soit f : I — R une fonction définie au voisinage de +oo (ou de —o0). Soit n € N, on dit que
[ posséde un développement limité d’ordre n en +oo (respectivement en —oo) s’il existe des réels ag,ai,...,an
et une fonction € de limite nulle en +oo (respectivement en —oo) tels que

as a ex) Ea; elx)
tob— b —— =Y —+—— Vxel.
x

ai
f@=ao+—+—5+... .
X X x X" ;pal

Remarque 4.12.
1. Pour calculer le développement limité d’une fonction f en too, on se ramene au calcul du développe-
1

ment limité de [ en 0 en posant t = —.
X

2. Un développement limité de la forme

f(x)=a_px_p+...+a_2x_2+a_1x_1a0+a1x+a2x2+...+anx"+x”£(x) ou liéne(x)zo,

est appelé un développement limité généralisé.
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Exemple 4.7.

1. Calculons le DL 4(oc0) de f(x) = x(e% -1).
Réponse : Sachant que le DL5(0) de t — e’ est donné par :

A A
el =141+ —+—+—+— +15¢(2),

2! 3! 4! 5!
il vient que le DL5(c0) de x — e est :
l1+1+1+1+1+ +1()
er=l+-+—+—5+—+—5+—¢(x),
x 2x2  31x3  4lxt  5lxd x5
et donc le le DL4(c0) de f est
1 1 1
FE =1t e T 52 P 2 T Tt
2. Onasinx=1-—+ — +x°¢(x), dou
6 120
sing 1 1 «? 9
B % 6 120
est un développement généralisé de x — s1r;x‘
x

4.4.2 Développement limité des fonctions usuelles
x3 x5 x2n+1

1 — iy 2n+2
e sinx=x 3l + = ..+ (-1) @ne D +x e(x).
2 4 x2n S
. —_ 1L 1y n
cosx=1 T + 1 o+ (-1) @ +x e(x).
1 2 17 62
o tanx=x+ -2+ —x®+ —x" + x9+x105(x).
3 15 315 2835
2 3 n
. ex=1+x——+x—+...+x—+x"£(x).
2! 3! n!
2 3 n
. ln(1+x)=x—%+%—...+(—1)”+1% 2 e(x).

ala—1) , ala—-1)...(a—n+1)
x5+t

x"+x"e(x), Vx>-1.
! n!

e (1+x)*=1+ax+

4.4.3 Opérations sur les développements limités

Proposition 4.9. Soient f, g:1— R deux fonctions réelles définies sur I et admettant chacune un DL, (0)
donné par f(x) = P,(x)+x"e(x) et g(x) =Q,(x)+x"e(x), Vx e l. Alors
- f+g admet un DL, (0) donné par (f + g)(x) = (P, + Q) (x) + x™&(x).

- a-f admet un DL, (0) donné par (a- f)(x) = (a-P,)(x) +x"e(x).

- f-g admet un DL ,(0) donné par (f - g)(x) = T(x) + x™e(x), ot T'(x) est le polynéme de degré inférieur ou
égal a n obtenu par troncature du polynéme (P - Q)(x).
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Exemple 4.8.
1. Soit la fonction f(x) = e* + sinx. Déterminons le DL3(0) de f.
2 .3 3 2
Comme e*=1+x+ % + % +x%e(x), et sinx=1- % +x2e(x), il vient que f(x)=1+2x + r +x3e(x).

2. Soit la fonction h(x) = e*sinx. Déterminons le DL3(0) de h.

Pour cela, calculons le produit n(x) des parties principales des DL3((0) de x — e* et x — sinx. On a
alors

2 3 3 3

x° x x 9 X
=(l+x+—+")x(A-")=x+2+=—+...,

a(x)=(1+x 2 6)><( 6) x+x 3

et finalement on obtient :
3

2, X 3
4+ — + .
3 x°e(x)

e“sinx=x+x

Proposition 4.10. Soient f, g : I — R deux fonctions réelles définies sur I et admettant chacune un DL, (0)
donné par

fx)=Pp(x)+x"e(x) et g(x)=@Q,(x)+x"e(x), Vxel.
Si li(I)ng(x) # 0 (c’est a dire si le terme constant de Q,(x) n’est pas nul), alors i admet un DL ,(0) donné

par (i)(x) = S(x) +x"e(x), otr S(x) est le polynéme quotient, & U'ordre n de la division suivant les puissances

croissantes, de P,(x) par @, (x).

Exemple 4.9. Soit a déterminer le DL3(0) de f la fonction définie par f(x) = Sy

—
Pour cela effectuons la division suivant les puissances croissantes de P(x) la partie principale du DL3(0)
3

de x — sinx (donnée par P(x) =1- %) par Q(x) la partie principale du DL3(0) de x — e* (donnée par
2 3
x“ x
=1l+x+—+—).
Q(x) Xt 6)

X x2 x8
x ry 1 +x + oY +—
5 x° x?
X +x + E + E — — — —
23 x? X8
—x2 - ? — E X —x2 +—
x? x°
—x2 —x3 - _Z
2
x8 x* x65
3 "3 &
x3 x? x° x8
— +— +—= +—
3 3 6 1§
x
18

3 6
Ainsi P(x) = Q(x)(x — x2 + %) - 316—8 Ce qui fait que le DL3(0) de f est donnée par

3
flx)=x—x%+ % +x3e(x).
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Proposition 4.11. Soit f une fonction continue en 0 et admettant un DL, (0) de partie principale P,(x) et
u une fonction admettant un DL ,(0) de partie principale @ ,(x) et tel que lign u(x) =0 (c’est a dire @,(0)=0).

Alors, fou admet un DL, (0) de partie principale R(x) le polynéme de degré inférieur ou égal a n obtenu par
troncature du polynéme P(Q(x)).

Exemple 4.10. Déterminons le DL3(0) de f(x) = e5P*.
3

2 3
Onae“=1+u+ u? + % +ule(u). Or, sinx =x — % +x2e(x) (Notons que, Q(0) = 0).
——— N——
=P(u) =Q(x)

2
Ainsi, PQ(x))=1+x+ % +0.x3+.., et donc le DL3(0) de f(x) = e5™* est donné par

2
fX)=1+x+ %+x3£(x).

4.5 Application des développements limités

4.5.1 Recherche de limites

Dans le cas ou le calcul de lgcm f(x) n’est pas simple, on peut utiliser les développements limités en respec-
0
tant la démarche suivante :

1
1. On effectue un changement de variables A = (x —xg) ot 2 = — pour se ramener en 0
x

2. si f est définie comme produit de fonctions, on cherche séparément un équivalent simple de chaque
produit;

k

3. un développement limité A(x) = azx* +x*e(x) avec ap # 0 et lign €(x) = 0 donne 'équivalent h(x) ~ apx® ;

4. on peut sommer des DL, c’est leur principal avantage sur les équivalents.

1—-xsinx —cosx
Exercice 4.1. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de la fonction f définie par f(x) = W
ok —
Réponse. Commencons par chercher le monéme de plus petit degré qui soit un équivalent au numérateur

de f(x). Pour cela, on a
2

x .
1—cos(x) = 5 +x2£(x), et xsinx=x2+ x2£(x),
2 2
. X . X
d’ou 1 —xsinx —cosx = -5 +x2e(x) et done 1 - xsinx — cosx g

De méme, cherchons le mondme de plus petit degré qui soit un équivalent au dénominateur de f(x). On a

alors e* — 1 = x + xe(x), dou (e* — 1) = 22 + x2¢e(x) et donc (e* — 1)% -x2.
X

-5 1 1
.. _ =z _1 . __1
Ainsi, f(x) =¢ 2 =3 et donc hén f(x) 3
Exercice 4.2. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de la fonction f définie par f(x) = (cosx)%.

Réponse. Commengons par simplifier I'expression de f(x) en "éliminant la puissance "

1
Pour cela, on a f(x) = eF®) = ¢xIn(eos®) Dgterminons alors le monéme de plus petit degré qui soit un

équivalent de f(x). Pour cela, on a
2

In(cosx) =1In(1+(cosx—1)), or cosx—1= —% +x3e(x),
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2
1
donc In(cosx) = —% +x%e(x). Ainsi = In(cosx) = —g + x2£(x),
x

et donc f(x)=1- g + x€(x) et il en résulte que lién fx)=1.

4.5.2 Prolongement. Position locale par rapport a la tangente

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme lxg, @[ ou la, x¢[ et admettant un développement
limité en x de la forme :

fx)=ap +a1(x—x0)+ak(x—x0)k +xk£(x), avec ap#0 et lime(x)=0.
x0
Alors :
e la fonction f se prolonge par continuité en x( en posant f(xg) = ag.
¢ le prolongement de f ainsi défini est dérivable en xq et f ’(xo) =aj.
» I'équation de (97) la tangente & (6r) la courbe de f en xg est donnée par y = ag+a1(x—xo).

« le signe de lexpression a(x —x¢)* permet de donner la position locale de la courbe (‘6r) par rapport a sa
tangente (9).

Exemple 4.11.

2
—x-6
1. Etude locale en xo = —1 de la courbe d’équation y = rorn
x2+2x -3

Posons t =x—x9 =x + 1 et déterminons le développement limité a l'ordre 3 de f(—1+t) au voisinage de
t=0. On a alors

—4-3¢t+1¢2 3 3
——1+—t+Et3+t3e(t), avec lime(t) =0.

Fero=—re =17y

Ainsi, le développement limité a l'ordre 3 de f(x) au voisinage de xq = —1 est :
3 3 3 g o
f(x):1+Z(x+1)+ E(x+1) +(x+1)°e (x), avec 111}18 (x)=0.

On voit donc que la tangente () & la courbe (6¢) en xo = —1 & pour équation Y =1+ %(x+ 1), et comme
fx)-Y ~_4 %(x +1)3 alors le point (xo, f(xo)) = (—1,1) est un point d’inflexion oi (6r) est au dessus
(respectivement en dessous) de (9°) a droite (respectivement a gauche) de xo = —1.

2. Etude locale en xo =0 de la courbe d’équation y = Vi+2x—Vi+ax.

Onafx)=~»1 +2x)% -2(1+ ﬁ)% d’ou le développement limité a l'ordre 2 de f au voisinage de 0 est

donné par
5 247
flx)=-1+ Ex - %xz +x2£(x), avec liéns(x) =0,
car (1+2x)% =1+ %x— gxz +x2e(x) et (1+ ﬁ)% =1+g5- % +x2e(x).

5
Ainsi, léquation de la tangente (J7) a la courbe (6r) au point M(xo, f(x0)) =(0,—1)est y=-1+ ﬁx et

au voisinage de M, (6r) est en dessous de (I7) car f(x)—y ~ —%xz <O0.



4.5. APPLICATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES 39

4.5.3 Etude des branches infinies

Pour étudier une branche infinie d’'une courbe y = f(x) en oo :
1. on fait le changement de variables A = %

2. on effectue un "développement généralisé" de f(h) en 0 avec un terme significatif qui tend vers 0.

3. on revient a f(x) pour obtenir un "développement asymptotique" que 'on interpréte pour trouver
I'équation d’'une asymptote et la position locale de la courbe par rapport a 'asymptote.

Exemple 4.12.

1. Etudions les branches infinies de la courbe représentative de la fonction [ définie sur R* par f(x) =
1
x(1+ex).

On a 1+im f(x) = +o0, lim f(x) = —oc0 et comme au voisinage de +ooon a :
o0 —00

1
ex=1+—+ + —zs(x), avec lime(x)=0,
x X +oo

2x2
alors
1 1
f)=2x+1+—+ —¢e(x).
2x X

Ainsi, on en déduit que la droite (2) d’équation y = 2x + 1 est une asymptote oblique a (6¢) la courbe

représentative de f.

De plus comme f(x)—y = — + —&(x), on voit qu’au voisinage de +oo, la courbe (6r) est au dessus de
x

2x
la droite (2), alors qu’au voisinage de —oo, la courbe (6r) est en dessous de la droite (2).

2. Etudions les branches infinies de la courbe représentative de la fonction f définie sur R* par f(x) =
9 x+1 )
x ln( .

Remarquons que [ peut étre prolongé par continuité en xo = 0 en prenant f(0) =0 car li(r)nx2 ln(
Maintenant, soit x "au voisinage de +oo” et posons h = — alors h est au voisinage de 0 et comme 1+h
X

x+1

X

0.

est positif;, alors

K2 A3
1n(|1+h|)=1n(1+h)=h—?+?+h3e(h), avec lime(h) =0,

et donce 1 1 11 n
ﬁln(|1+h|):ﬁln(1+h):}—L—§+§+h£(h),
c’est a dire que au voisinage de +oo, on a
11
=x——+—+—¢&(-).
fo=x 2 3x xg(x)

1

Ainsi, la droite (2) d’équation y = x — 2 est une asymptote oblique & (6r) la courbe représentative de

f 1 1.1

De plus comme f(x)—y = ™ + —&(=), on voit qu’au voisinage de +oo, la courbe (6r) est au dessus de
X X X

la droite (2), alors qu’au voisinage de —oo, la courbe (6y) est en dessous de la droite (2).
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Chapitre 5

Fonctions trigonométriques,
hyperboliques et réciproques

5.1 Résultat général

Théoreme 5.1. Soient I un intervalle de R et f une application de I dans R continue et strictement monotone
sur I, alors

1. L’ensemble image J = f(I) est un intervalle de R.

2. f : I — J est une bijection et son application réciproque f~' : J — I est continue sur I et de plus
strictement monotone et varie dans le méme sens que f.

1 1

3. fLest dérivable en tout point y = f(x) tel que f/(x) #0etona f_lr(y) = ) = 1)

4. Si f’(a) =0, alors f~1 n'est pas dérivable en b = f(a) et la courbe d’équation y = f~1(x) admet une
tangente verticale au point d’abscisse b = f(a).

5. Dans un repére orthonormé, les courbes d’équations y = f(x) et y = f ~1(x) sont symétriques par rapport
a la premiére bissectrice.

Preuve.

1. Résultat admis.

2.
— Bijection. Comme J = f(I), alors f est surjective de I sur J. et comme de plus f est strictement
monotone alors f est injective. Ainsi f est bijective.
— Sens de variation de f~1. Soient y, y/ €, alors 3!, x, x €1 tels que x = f(y) et x = f(yl) et donc
_1 _1 ! !
- x—x
S f, ) = —. Ainsi f ~1 est strictement monotone et de plus f et f~1 ont le méme
y-y f)—f(x)
sens de variation.
3.

— Dérivabilité de f~1. Résultat admis.

— Dérivée de f~1 en un point y de J. Soit b, y € J et posons b = f(a) et y = f(x),
Comme [ est continue, alors y tend vers b si et seulement si x tend vers a et donc le rapport
- 70) = *7%  tendvers 1
y-b fx)—f(a) @)

41
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f‘l(y)—f_l(b) = ra tend vers
fx)=f(a)

4. Soita el et b =f(a)e J tel que f’(a) =0, alors le rapport b
y—

I’infini et comme f~! est continue en b, cela implique P'existence d’une tangente verticale.

5. C’est une conséquence du fait que y = f(x) < x = f~L(y).

5.2 Fonctions trigonométriques réciproques

5.2.1 Fonction Arcsinus

On sait que la fonction
sin: R — R
x +— sinx

est une fonction impaire, continue, dérivable sur R et de plus périodique de période 27. On considere alors
sa restriction f & l'intervalle [, 5] définie ainsi :

folg 3 — R
x +— f(x)=sinx

e

- 7
Il est évident que f est continue sur I =[—, —] et également impaire sur I. De plus, f est strictement

croissante sur I et f(I)=[-1 1] =:J. Ainsi, nous avons

1. Lapplication
f : _Tn, % - [_1’ 1]
x +— f(x)=sinx

est une bijection.

-4 4

FIGURE 5.1 — Courbe de la fonction sin, la restriction de sin est indiquée en trait hachuré
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2. La bijection réciproque de f est notée arcsin et se lit arc sinus. Ainsi, la fonction Arcsinus est une
-T T
bijection strictement croissante de [-1, 1] sur [7, 5] et

.

-7
y=arcsinx, xe[-11] <= x=siny, y€[7, 3

3. La fonction arcsin est continue sur [—1, 1] et est dérivable sur ]—1, 1[ avec

L 1
arcsin x = ———, pour tout x €] -1, 1.
V1-—x2
4. La courbe d’équation y = arcsinx admet une tangente verticale aux points d’abscisses x = -1 et x = 1.
™ o
1.54
arcsin
y=w
1 i
-
7 sin
e
/4
0.5 1
o . . 2 . : e .
-2 15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
-0.5
Y,
7z,
7
-~
-
- »
-1.5 4
-7 o

FIGURE 5.2 — Courbes de la fonction arcsin et de la restriction de la fonction sin

5.2.2 Fonction Arccosinus.

On sait que la fonction
cos: R — R
X +~— cosx
est une fonction paire, continue dérivable sur R et de plus périodique de période 2. On considére alors sa
restriction f a I'intervalle [0, 7] définie ainsi :

g: [0,n] — R
x +— g(x)=cosx

est continue sur I =[0, 7], strictement croissante sur I et g(I) =[-1 1] =: J, alors nous avons

1. Lapplication
g: [0,n] — I[-1,1]
x +— g(x)=cosx

est une bijection.
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NEN-1

/v
/
[ 3
\
w|§

[0}

N

3

FI1GURE 5.3 — Courbe de la fonction cos, la restriction de cos est indiquée en trait hachuré

2. La bijection réciproque de g est notée arccos et se lit arc cosinus. Ainsi, la fonction Arccosinus est une
bijection strictement croissante de [-1, 1] sur [0, 7] et

y=arccosx, x€[-11] < x=cosy, yel0, nl.

3. La fonction arccos est continue sur [—1, 1] et est dérivable sur ]—1, 1[ avec
/ -1
arccos x = ———, pour tout x €] -1, 1[.
1-—x2
4. La courbe d’équation y = arccosx admet une tangente verticale aux points d’abscisses x = -1 et x = 1.
o
T

3] y==
arccos

FIGURE 5.4 — Courbes de la fonction arccos et de la restriction de la fonction cos
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5.2.3 Fonction Arctangente

On sait que la fonction
tan: R — R
x +~—— tanx

b4 b4
est une fonction impaire, continue, dérivable sur U l=—+km, 3 +(k + 1) [ et de plus périodique de période
kez
27. On considére alors sa restriction A a 'intervalle ]— %, %[ définie ainsi :
h: 1-3,3 — R
x — h(x)=tanx

T 7
Egalement, la fonction 2 est impaire, continue sur I =] — > 5[, strictement croissante sur I et de plus
lim % (x) = +oco. D’ou A(I) =R et donc

=3

1. Lapplication
h: 1-3,3 — R
x — g(x)=tanx

est une bijection.

/27?- _

FIGURE 5.5 — Courbe de la fonction tan, la restriction de tan est indiquée en trait hachuré

2. La bijection réciproque de & est notée arctan et se lit arc tangente. Ainsi, la fonction Arctangente est

e . . T
une bijection strictement croissante de R sur ] — 3 E[ et

T
y=arctanx, xeR <= x=tany, ye]- 3 5[.

3. La fonction arctan est impaire, continue sur R et est dérivable sur R avec

, 1
arctan x = ——, pour tout x € R.
1+x2

4. La courbe d’équation y = arctanx admet au voisinage de —oo (respectivement +oo) la droite d’équation
y = —7% (respectivement y = 7) pour asymptote horizontale.
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arctan

FIGURE 5.6 — Courbes des fonctions arctan et de la restriction de tan

5.24 Fonction Arc-cotangente

R — R

On sait que la fonction
cot :
x +— cotx

est une fonction continue, dérivable sur U 1k, (k+ 1) 7l et de plus périodique de période 2. On considere
kez

alors sa restriction A a Pintervalle 10, #[ définie ainsi :

h: 10,2l — R
x — h(x)=cotx

11 est clair que la fonction A continue sur I =10, 7[, strictement décroissante sur I. De plus lim A(x) = +00,
x— +

lim A(x) = —oo . Ainsi A(I) = R et nous avons

X—T
1. Lapplication ~
h: 10,nf — R
x +— g(x)=cotx
est une bijection.
2. La bijection réciproque de & est notée arccot et se lit arc-cotangente. Ainsi, la fonction Arc-cotangente

est une bijection strictement décroissante de R sur ]0, n[ et
y=arccot x, xeR < x=coty, ye€lo, nl.

3. La fonction arccot est continue sur R et est dérivable sur R avec

, _
arccot x = 1.2 pour tout x € R.
+x

4. La courbe d’équation y =arccot x admet au voisinage de —oo (respectivement +o00) la droite d’équation

y = (respectivement y = 0) pour asymptote horizontale.
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FIGURE 5.7 — Courbe de la fonction cotan, la restriction de cotan est indiquée en trait hachuré

arccotan

1

1

|

1

1

1 y=c
|

\

\

1

1

5.2.5 Exercices.

-24

-4

Exercice 5.1. Pour x € R, vérifier que chacune des expressions

-
o
oo -

FIGURE 5.8 — Courbes des fonctions arccot et de la restriction de cotan

(a) arcsinx+arccosx, (b) arctanx+arccot x, et (c) arctanx+ arctan(—).
x
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est une constante réelle que l’on déterminera.

Réponse. En examinant les dérivées des fonctions trigonométrique réciproques, on remarque que :

(a) Pour tout x€]-1, 11, arcsin’ x = —L s = — arccos x. Ainsi, pour tout x €] -1, 1[, (arcsinx + arccosx)/ =0.

—X
On en déduit alors que Jc € R (¢ = constante) tel que arcsinx + arccosx = ¢. On détermine alors ¢ en
prenant (par exemple) x = 0 et on a ¢ = arcsin0 +arccos0 = 7. Finalement

. T
arcsinx + arccosx = 3 Vxel-1, 1[.

(b) De la méme maniére que précédemment, on vérifie que arctanx +arccot x = 7, VxeR.
(¢) Remarquons que la fonction x — arctanx + arctan(%) est définie sur R* et qu’elle est impaire.

;l - -1 _ _ ! 4 3vas
= OE T T2 T arctan x. On en déduit alors que pour tout

Ainsi, pour tout x € R**, (arctan(%)) =
x € R**, (arctanx + arctan(%))/ =0.
Ainsi, 3¢ € R (¢ = constante) tel que arctanx + arctan(%) = ¢ pour tout x > 0. On détermine alors c en

7
prenant (par exemple) ¢ =1 et on a ¢ = arctan1+arctanl = 3 Finalement

arctanx + arctan(1) = 5 Vx e R*t
arctanx +arctan(y)=-3, VxeR™".

Exercice 5.2. Tracer les courbes d’équations

(a) y=sin(arcsinx) et (b) y=arcsin(sinx).

Réponse. Posons f(x) = sin(arcsinx) et g(x) = arcsin(sinx) et remarquons alors que les domaines de défini-
tion de f et g sont respectivement Dy =[-1, 1] et Dy =R.

(a) Puisque la fonction x — arcsinx est la bijection réciproque de la fonction x — sinx sur Dy =[-1, 1],
alors f(x) = x pour tout x € Dy.

(b) Puisque la fonction x — sinx est définie sur R et est impaire et périodique de période 27, alors la
fonction x — g(x) est également impaire et périodique de période 2. Etudions donc la fonction g sur
Iintervalle [0, x].

— Cas 1. x€[0, Z]
Pour x € [0, %], la fonction x — sinx est bijective de [0, Z] sur [0, 1] et sa bijection réciproque est la
restriction de la fonction x — arcsinx a l'intervalle [0, 1]. Ainsi, g(x) = x pour tout x € [0, Z].

— Cas 2. x€elg, nl
Pour x €[, 7], on a sinx = sin(7 —x), or X =7 —x €[0, 7] et donc, en utilisant le résultat obtenu dans
le cas 1, on a g(x) = g(X) = X = 7 —x. Ainsi, g(x) = 7 —x pour tout x € [, 7].
Ainsi le tracé des courbes des fonction f et g est comme suit :

Exercice 5.3. Démontrer les inégalités suivantes :

(a) arcsina < sia>0.

a
si0<a<l1, et (b) arctana >
1-a? 1+

Réponse.
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FIGURE 5.9 — Courbes des fonctions f = sin(arcsin.) (& gauche) et g = arcsin(sin.) (a droite)

: _ iy @ gy 1 1 __1 . -a® 1
(a) Soit f(a) =arcsina s sur 10, 1[. Alors f'(a) e Vieas - viee 1 et donc f'(a) <0.
Ainsi f est strictement décroissante et £(0) =0 et par suite donc f(a) <0 pour tout a €]0, 1[.
(b) Posons g(a) = arctana — 1f7 On a alors g'(a) = Tlaz - % = % > 0. Donc g est strictement

croissante. Comme g(0) =0, alors g est strictement positive sur ]0,+ool.

5.3 Fonctions hyperboliques

5.3.1 Définitions et propriétés.

Définition 5.1.

Les fonctions hyperboliques sont les fonctions ci dessous :

— Sinus hyperbolique. Cette fonction est notée sinh (ou encore sh) et est définie par sinhx = eloe”

— Cosinus hyperbolique. Cette fonction est notée cosh (ou encore ch), et est définie par coshx = M
— Tangente hyperbolique. Cette fonction est notée tanh (ou encore th) et est définie par tanhx = ::;}ﬁz
— Cotangente hyperbolique. Cette fonction est notée coth, et est définie par cothx = :?ji;c

Proposition 5.1.

1. Les fonctions x — sinh x, x — coshx et x — tanhx sont définies, continues et indéfiniment dérivables
sur R.

2. La fonction x — cothx est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R*.

3. La fonction x — coshx est paire tandis que les fonctions x — sinhx, x — tanhx et x — cothx sont
impaires.

4. Les dérivées des fonctions hyperboliques vérifient :
! !
sinh x =coshx;  cos x =sinhx;

et

/ -1
=1 —tanh®x;  coth x= —— = 1—coth?x.
h

cosh”x sinh” x

tanh x =
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sinh

FIGURE 5.11 — Courbes des fonctions tanh (a gauche) et cotanh (a droite)

5.3.2 Formulaire de trigonométrie "hyperbolique"

En utilisant les définitions des fonctions hyperboliques et les propriétés de la fonction x — e*, on peut
établir les différentes formules ci-dessous :

— Formules fondamentales.
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e cosh x+sinh x =e%;

e cosh?x—sinh®x=1;

— Formules d’addition.
e cosh(x +y) = cosh x cosh y+sinh x sinh y;
e sinh(x + y) =sinh x cosh y +cosh x sinh y;

tanh x—tanh y
1-tanh xtanh y’

e tanh(x+y)=

— Formules de somme, différence et produit.
* cosh p+cosh ¢ =2cosh(25%) cosh(Z52);
. shﬂﬂp)+shﬂﬁq)=zshﬁd_%ﬂ)amh(gég)

inh(p +
e tanh p +tanh q:M;
cosh p cosh ¢

— Autres Formules.

e cosh x—sinh x =e™*.

e 1-tanh®x=

51

X

1

>
cosh? x

-1

sinh? x

e 1-coth?x=

e cosh(x — y) = cosh x cosh y—sinh x sinh y.
¢ sinh(x —y) = sinh x cosh y —cosh x sinh y

tanh x —tanh y
1-tanh xtanh y

e tanh(x—y)=

o cosh p—cosh ¢ =2 sinh(’%) sinh (&1).
o sinh p-sinh ¢ =2cosh(25%) sinh (£2).

sinh(p —q)

e tanh p—-tanh ¢g= ——————.
anit ptanh g cosh p cosh ¢

o cosh? x +sinh? x = cosh(2x) = 2 cosh? x — 1 =2 sinh? x + 1.

sinh(2x) = 2 sinh x cosh x.

1+1¢2
e En posant ¢ = tanh(g), on a cosh x = 1z ;

2t
1+¢2°

sinh x = tanh x =

2

¢ (cosh x+sinh x)" = cosh(n x) + sinh(n x), pour tout n € Z.

¢ (cosh x—sinh x)" = cosh(n x) — sinh(n x), pour tout n € Z.
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5.3.3 Exercices

Exercice 5.4. Exprimer cosh(3x) en fonction de cosh(x) et de cosh(x).

Réponse.

Exercice 5.5. Linéariser cosh? x.

Réponse.

Exercice 5.6. Déterminer le DL4(0) de la fonction x — tanh x.

Réponse.

Exercice 5.7. Trouver une formule sommatoire pour sinh x + sinh(2x) + ... + sinh(nx).

Réponse.

Exercice 5.8. Etudier en xq =0 la fonction f telle que f(x) =% — —1— pour x #0 et £(0)=0.

x  tanh x

Réponse.

5.4 Fonctions hyperboliques réciproques

5.4.1 Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction x — sinh x est une fonction impaire, continue, strictement croissante sur R vérifiant lim sinhx =
(0.0}

+o00. C’est donc bijection de R sur R et sa bijection réciproque, notée argsinh, existe. Ainsi, la fonction

argsinh : R — R
x +~— argsinh x

vérifie :

1. La fonction argsinh est définie continue, impaire et strictement croissante sur R.
y=argsinh x, xeR <= x=sinhy, yeR.

2. La fonction argsinh est dérivable sur R avec

(argsinh x)’ = , pour tout x e R.

1+x

3. On peut vérifier que pour tout x € R, argsinh x =In(x + v'1+x2).

5.4.2 Fonction argument cosinus hyperbolique.

Soit f la restriction de la fonction x — cosh(x) a I'intervalle [0, +oo[. Alors f est une fonction continue,
strictement croissante sur [0, +oo[. De plus, comme f(0)=1et llg f(x) = 400, il vient que f est une bijection

de [0, +oc[ sur [1, +oo[ et sa bijection réciproque, notée argcosh, existe. Ainsi, la fonction

argcosh : [1, +oof — R*
x +—— argcosh x

vérifie :
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! argsinh

argcosh

O,A
o]
>
N
=
>

FIGURE 5.12 — Courbes des fonctions argsinh et de sinh (a gauche) et celle de argcosh et de la restriction

de cosh (a droite)

1. La fonction argcosh est définie continue, et strictement croissante sur [1, +ool.
y=argcosh x, x€[l, ool < «x=coshy, ye[0, +ool.

2. La fonction argsinh est dérivable sur ]1, +ool avec

/ 1
(argcosh x) = ———, pour tout x €]1, +oc[.
Va2-1

et en x9 =1, la courbe de fonction argcosh admet une tangente verticale.
3. On peut vérifier que pour tout x € [1, +ool, argcosh x = In(x + Va2 —1).

5.4.3 Fonction argument tangente hyperbolique

Comme la fonction x — tanhx est une fonction impaire, continue, strictement croissante sur R et vérifie
1+imtanhx =1, alors cette fonction est une bijection de R sur -1, 1[ et sa bijection réciproque, notée argtanh,
{o.0]

existe. Ainsi, la fonction
1-1,1] — R

argtanh :
x +— argtanh x

vérifie :
1. La fonction argtanh est définie continue, impaire et strictement croissante sur ]—1, 1[.

y=argsinh x, x€]-1, 1[ < x=tanhy, yeR.

2. La fonction argsinh est dérivable sur |- 1, 1[ avec
/ 1
(argtanh x) = ——, pour tout x€]-1, 1[.
1—x2

1+x)
1-x)

3. On peut vérifier que pour tout x € R, argtanh x = 3 In
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argtanh

FIGURE 5.13 — Courbes des fonctions tanh et de argtanh

5.4.4 Exercices

Exercice 5.9. Définir et étudier la fonction argcoth.

Réponse.

Exercice 5.10. Montrer que la courbe y =In(2x) est asymptote aux courbes y = argsinh x et y = argcosh x
en x = +oo.

Réponse.

/12 | 1+cosh
Exercice 5.11. Simplifier les expressions argcosh(V 1+ x2) et argcosh( —CSS x)_

X
B%

Réponse.



Chapitre 6

Intégration de fonctions réelles

6.1 Notion d’intégrale de Riemann

6.1.1 Approximation d’une aire

A Tlaide de I'exemple du calcul d’aire ci dessous !, nous allons essayer d’introduire la notion d’intégrale.

Nous considérons donc la fonction f(x) = e* pour laquelle on va calculer l'aire «f située en-dessous de la
courbe de f et compris entre les droites d’équations x = a, x = 1 et I'axe (Ox). Dans la suite, nous prenons
a=0etb=1.

y /y:cjc

/ o

Laire que désirons calculer peut étre approchée par la somme des aires des rectangles situés sous la courbe.

.....

donne x; = % et on obtient la séquence des points 0, 1, 2 n-1 1) qui permet de découper I'intervalle
i oi+1

)
n n

i
TR R ARRE I R R ]

1.

L n-1
[0,1] en la réunion des intervalles [, %] pouri=0,...,n—1,i.e.,[0,1]= U [
=0

Soit i € {1,...,n} et considérons les "rectangles inférieurs" %; de base l'intervalle [%, %] et de hauteur
f(%) = e . Comme P'aire de Z; est donnée par : (% - %) x et~ Din = %e% , alors en utilisant les résultats

sur la somme des termes d’une suite géométrique, la somme des aires des %; est alors donnée par :

eﬁ)'

= (e-1) e-1,

ol on a utilisé la limite usuelles lil’I(l)
xXx— X

1. cet exemple provient du site Exo7

55
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NS
NI

ST
W=

PN
WIN

De méme, si on considére les "rectangles supérieurs” %; de base [=1,L] et de hauteur f(L) = e, on
: . en
obtient de fagon similaire )| — — e —1 lorsque n — +oo.
i=1n
Remarquons finalement que l'aire «f que nous désirons calculer est supérieure a la somme des aires des
rectangles inférieurs; et elle est inférieure a la somme des aires des rectangles supérieurs. De plus, si on
considere des subdivisions de plus en plus fines -ce qui mathématiquement revient a faire tendre n vers
+o0- alors on voit que I'aire «f recherchée est encadrée par deux aires qui tendent toutes les deux vers e—1.

Ainsi l'aire de notre région est o =e—1.

y y/y:c

|

v

//h

n=10

6.1.2 Intégrale au sens de Riemann

Plus généralement, soient x — f(x) une fonction f bornée sur un intervalle bornée [a,b], Cr la courbe de
f et S la surface délimitée par la courbe Cy et les droites d’équations x = a, x = b et y = 0 dont on cherche
a évaluer l'aire algébrique <.

Pour cela, placons alors entre a et b, des réels xo =a <x1 <...<x,-1 <X, = b et dans chaque intervalle de
la forme [x;_1,x;] choisissons un réel n; quelconque. On appelle alors %; le rectangle de base [x;_1,x;] et de
hauteur y; = f(n;).

Considérons alors la somme, qu’on appelle somme de Riemann :
n
S, = (x1,—x0) F(1) + (2 —x1) F(2) + ...+ (X — %n-1) Fn) = Y (xi —xi-1) F(11;).
i=1

Cette somme S, -qui mesure l'aire algébrique totale des rectangles ;- dépend des parameétres x; et 1;.
Comme les rectangles 2; recouvrent approximativement la surface S, il est clair que, plus les largeurs des
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rectangles Z#; sont petites, meilleure est ’approximation de I’'aire </ par l'aire S,,.

Si, en faisant tendre n vers +oo de sorte que la largeur de chaque rectangle %; va tendre vers 0, toutes les
sommes de Riemann S,, ont une limite commune égale a L et indépendante de la suite x1,...,x,-1, alors
on dit que [ est intégrable -au sens de Riemann- sur Uintervalle [a,b] et cette limite L -qui est en fait

b
égale a I'aire algébrique «/-est appelée Intégrale de f sur [a,b] et on note I = f fx)dx.
a

Le résultat suivant nous rassure sur I'existence de cette limite L.

Théoreme 6.1. Soit a, b €R, (a < b) alors toute fonction bornée ayant un nombre fini de points de discon-
tinuités sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann sur [a,b].

Ainsi, on voit que toute fonction continue sur une intervalle bornée [a, b] est intégrable sur [a,b] et si une
fonction f est discontinue en un point x¢ € [a,b] admettant une limite finie & gauche et une limite finie a
droite de xg, on pose par définition :

b X0 b
f f(x)dxzf f(x)dx+f fx)dx.
a a X0

6.2 Primitives et intégrales

Dans toute cette section, f désigne une fonction définie sur un intervalle 1.

Définition 6.1. On dit que la fonction F est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et F'(x)= f(x)
pour tout x € 1.

Exemple 6.1.

1
1. La fonction x — Inx est une primitive de x — — sur 0, +ool.
x

2. La fonction x — x®+3x2+10x ainsi que la fonction x — x5 +3x2+10x+7 sont chacune une primitive
de x— 5x* +6x+10 sur R.

Remarque 6.1. Le dernier exemple montre que si F est une primitive de f sur I ; alors il en est de méme de
F + ¢ o ¢ est une constante quelconque de R.

Proposition 6.1.

— Si f admet F comme primitive sur I, alors les primitives de [ sur I sont les fonctions de la forme F + ¢ o
¢ est une constante quelconque de R.

— Siac€l, alors f admet une unique primitive F qui s‘annule en a (i.e., telle que F(a)=0)

6.2.1 Relation entre primitive et intégrale

On vient d’annoncer que si F' et G sont des primitives d'une fonction f définie sur un intervalle [a, b], alors
il existe une constante c € R telle que F(x) = G(x) + ¢ pour tout x € [a, b].

Ainsi, G(b) - G(a) = F(b) — F(a) et on voit donc que I'accroissement de la primitive de f entre a et b ne
dépend pas de la primitive considérée mais uniquement de la fonction f et des bornes a et 5. On démontre
que la quantité F(b) — F'(a) est égale a la valeur de 'intégrale de f sur [a,b]. On écrit alors

b
f f(x)dx = [F(x)]5 = F(b) - F(a).
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On écrit également :
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F(x)sz(x)dx ou encore szf,

pour indiquer que F est une primitive de f.

X
De méme, on peut vérifier que la fonction F' définie par x — F(x) = f f(t)dt admet une dérivée F', et de
a

plus F' =

f. Ainsi, on écrit

F(x)fof(t)dt ou encore F:fxf,

pour indiquer que F est la primitive de f qui s’annule en xg.

Le tableau ci dessous résume les primitives fréquemment rencontrées :

Une application immédiate des résultats précédents permet de calculer les primitives apparaissant dans

Fonction f(x) Dy Primitive F(x) = [ f(x)dx
x* (<0, a#-1) R* ou R** ’;a: +c
x% (@ >0) R ou R* ’;‘%1+c
x21+1 R arctanx +c
1 R*~ ou R** In|x|+c
e” R e“+c¢
a* (@a>0) R % +c
sin(ax + B) (a #0) R %cos(ax+ﬁ)+c
cos(ax+ B) (a #0) R %sin(ax+,3)+c
1+tan2x=COS2x R—{5+kn; keZ} tanx +c
1+cotan’®x = Siéx R—{km; ke z} tz:nlx +c
tanx R—{5+kn; keZ} —In|cosx|+¢
ﬁ 1-1,1[ arcsinx +c

les exemples ci dessous.

Exemple 6.2.

1
0

2
2 [
1t
%
5 |
0

4. La primitive de la fonction x — e* qui s‘annule en 1 est donnée par F(x) =f

10

4 2,10
5
(3 +5x)dx = xz+% [ =e=2336
t 2
— =[n¢]{ =1n2.
n . z 1

tanxdx:f4 S dx =[~In(cosx)]; =...=—-In2.

0 COSx 2

6.2.2 Propriétés de I'intégrale

1

Soient a, b eR et f, g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a,b], alors

X
eldt=[e']]=¢"—e.
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a
. f fx)dx=0.
a
b c c
. f fx)dx =f fx)dx =[ f(x)dx,VceR (Relation de Chasles)
a b a

b b b
. f (@ f(x)+p-gx)) dx = a‘f flx)dx+ ,B-f gx)dx, VaeR. (Linéarité de 'intégrale)

b a
[ fx)dx = —f fx)dx.
a b

b
Si f(x) =0 pour tout x € [a,b] alors f f(x)dx=0. (Signe de l'intégrale)
a

fa  fydal = f " peol da.

b b
Si f(x) < g(x) pour tout x € [a,b], alors f fx)dx S/ glx)dx.

1
b-a

fab f(x)dx.

Définition 6.2. On appelle valeur moyenne de [ sur [a,b] le nombre

1

Exercice 6.1. Calculer limI,, ou I, =f x" cosZxdx pour neN.
n 0

Réponse. D’apres 'avant derniére propriété ci dessus, on a :

1
f |x” cos2x| dx
0

I, <
1
< fx"dx
0
B 1
T o+l

et ainsi limI,, = 0.
n

Théoreme 6.2. Soit f une fonction définie et continue sur [a,b], alors

b
e €la, bl tel que f(c) = ﬁf fx)dx.

Théoréeme 6.3. (de Cauchy-Schwartz)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], alors

(fab f(x)af-,’(x)dx)2 < (fab f2(x)dx) (fabg2(x)dx).

6.3 Calcul d’intégrales

6.3.1 Intégration par parties

Soient u, v deux fonctions de classe C! sur [a,b]. On sait que (u(x)v(x))/ = u/(x)v(x)+ u(x)vr(x) pour tout
x € [a,b], ainsi ’ ’ ,
u ()v(x) = (ux)v(x)) —ulx)v (x),
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et en intégrant on obtient

b ! b ! b !
f u (x)v(x)dxzf (u(x)v(x)) dx—f u(x)v (x)dx.
C’est a dire . ,
f u’(x)v(x)dxz[u(x)v(x)] dx—f u(x)v (x)dx.
D’ou

Proposition 6.2. (Intégration par parties)
Si u et v sont deux fonctions de classe Clsur [a,b], alors

b b
/ u/(x)v(x)dxz[u(x)v(x)] dx—f u(x)v’(x)dx.

a

Exemple 6.3.

1. En effectuant successivement deux intégrations par parties, on a :

2 5
fxexdx
0

[x2ex]§—2f—02xexdx

= 4e2-2 ([xex]g—f—OZexdx)
2

= 4e?-2 (262 - [ex]o)

= 2(*-1).

2. Utilisons une IPP (intégration par parties) pour déterminer la primitive de x — x° Inx qui s‘annule
en xo=1. Ainsi,ona:

x ¢ * 41
ft?’lntdt = |—Int —f—lx——dt
1 4 1 4 t
xt 1 3
= —lnx——f—lxt dt
4 4
4
X 1 41%
= Zlnx—ﬁ[t ]1
4
1 1
= L xo—xt =
4 16 16

Exercice 6.2. (Intégrale de Wallis)
Pour ne€N, on note I,, = [2 sin™(x)dx
0

1. Montrer que la suite (I,,)nen est convergente.
2. Etablir que Vn e N,V €0, g[, 0<I,< gsin"(it) + (g —A) et en déduire que lim1I, = 0.
n

3. Etablir que VneN, (n+2)[, 1o =(n+1I,.

S

I 2n
4. Déduire des questions précédentes que : (n+ 1)1 ,11, = 5 li,?l ;H =1let h’Iln —I,=1
n \/ 7T
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6.3.2 Changement de variable

Soient ¢ une fonction de classe C L sur [a, b], f une fonction continue sur ¢([a,b]) et notons F' une primitive
de f sur ¢([a,b]). Alors,

(Fog) =(Fop)-¢' =(foe) ¢,
cest a dire que F o ¢ est une primitive de (f o) (,b’ sur [a,b]. D'ou

Proposition 6.3. (Changement de variable)
Soient ¢ une fonction de classe C' sur [a,bl et f une fonction continue sur ¢([a,bl), alors

od

b , )
f £ ()¢ () dx = f G0 dx,

P(a)

Exemple 6.4.

g
1. Pour calculer I = f (sin®x—5 sinx)dx, on considére le changement de variable ¢p(x) = sinx et on prend
0

f(x) =x® —5x. Dans ce cas, on a ¢$(0) =0 et ¢(5)=1et donc
LI . 1 g -9
I:f (sin’ x—5smx)dx=f (x°5x)dx=—.
0 0 4
x

V1-x2

flx)= ﬁ; Comme, p(0)=1et qb(%) = % on obtient

dx, on consideére le changement de variable ¢(x) = 1—x2 et on prend

1
2. Pour calculer J = fZ
0

1

3
2 X 1 —dx 3 V3
J: d :f = |- 4:].——.
«/(; 1—x2 N 1 2\/& [ \/J_C]l 2

Remarquons que souvent dans la pratique, il peut étre utile de poser x = y(¢) dont la différentielle est
donnée par dx = (¢)dt. Dans ces conditions, en posant g(¢) = f(y(¢)y (£) on a

f f(x)dx = f Fap@)y (dt = f gdt=G®)+c=G (y ') +c,

ou G est une primitive de g. A noter que la fonction ¥ doit étre bijective (donc inversible) et a dérivée
continue.
Pour les intégrales ayant des bornes a et b, on obtient en posant x = w(t)

b B .
/ f(x)dxzf F®O)Y (O dt =[G = G(B) - Glw),

ot a =y La) et B =y 1(b) et w étant bijective sur [a, f] et & dérivée continue sur la, Al.

X

V1-—x2
On pose alors u(x) = 1—x2 qu’on note abusivement u = 1 —x2. Dans ce cas du = —2xdx et pour x =0 on a
u=u(0)=1et pour x = % onau=u(0)= %. Ainsi,

J f; * 4 f 1
= X = =..=41-—.
0 1—x2 1 —-2Vu 2

dx.

1

2
Exemple 6.5. Utilisons le résultat précédent pour recalculer J = f
0

il
QU
<

)
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6.3.3 Primitives de fractions rationnelles

Pour calculer une primitive d’une fraction rationnelle de la forme f(x) = %, il est souvent nécessaire de

procéder a la décomposition en éléments simples de cette fraction rationnelle. Si le polynéme quotient @(x)
se factorise sur R sous la forme irréductible

Rix)=(x-a1))" - (x—ap))™ -(xz+p1x+ql)m1 ---(x2+pkx+qk)mk,

ouai,...,a; sont les poles de la fraction rationnelle f(x) et les parametres n;, m; €N, p;, q; € R sont tels
que p? —4q; <0 alors la décomposition de f(x) s’écrit sous la forme

+i Ajx+pj

L)nl j=1(x2+pjx+qj)'”i’

fx)=E(x)+ Z

ou les parametres a;, 1;, yj sont des réels a déterminer et E(x) étant le polyndéme partie entiere de f(x)
généralement obtenu par division euclidienne de P(x) par @ (x).

On voit donc que pour déterminer une primitive de f(x), on est ramené dans le cas général a intégrer I'un
des types de fonctions ci dessous :

o Eléments simples de premieére espéce de la forme ( T
x—a
— Cas n = 1. Dans ce cas, il est facile de voir que :

a a
/(x—a)” dx—f(x_a)dx—alnlx—al.

— Cas n # 1. 1l est également facile de voir que pour n #1 on a :

o a a 1
f(x—a)" dx_f(x—a)‘" dx = 1-n (x—a)r 1’

Ax+u
@2+px+q)m
On commence par exprimer Ax + p en fonction de la dérivée de x2 + px + g en écrivant :

¢ Eléments simples de deuxiéme espéce de la forme avec p2—4¢ <0.

A A
Ax+p= —(2x+p)+(,u—p—),
2 2
et cela donne

f Ax+u f 2x+p +( pit)f 1 d
dao+(p——7) | 54— dx
(x2+px+q)’" (x2+px+qgm ™% (x2+px+qgm

Iy, =dm

Pour calculer I,,, deux cas sont a distinguer :
— Cas m =1. On vérifie alors que

2x+p

— = L dx=Inlx? +px+ql+c ouc estune constante.
*2+px+q)

— Cas m # 1. On vérifie alors que

2x+p 1 .
dx = +c ou c est une constante.
@Z+px+q)m  (1-m)@Z+px+q)m1
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Le calcul de oJ,,, est un peu plus compliqué, il nécessite qu'on écrive le trindéme x2 + px + g sous forme
canonique, c’est a dire

p p®
x2+px+q:(x+§)2+(q—z)=(x+b)2+cz,

N p p2 .
oub=getc=1/qg—*.0naainsi,

1 1 1
Ip=| ——— —dx= o | ——  dx.
f(<x+b>2+c2) ’ "2"’[((#)%1) )

—
=K
On effectue alors un changement de variable affine en posant u = —b , ainsi K;,, devient
N e f
" (x+b )2 4 1 (u2 o

En utilisant une intégration par parties on peut trouver une relation de récurrence liant les L,, et
permettant de calculer effectivement leurs valeurs explicites.

Les résultats précédents sont mis en pratique dans les exemples ci-dessous.

Exemple 6.6.
.. 1
1. Calculons les primitives de f1(x) = ———— sur [0,1].
; % -Tx+6
En décomposant en élément simples, on trouve que

1 1 1 l 1
20x+3 4x-1 5x—2'

filx) =

Il vient alors que
1 1 1
ff1(x)dx= %1n|x+3l—Zlnlx—ll+gln|x—2|+c.

Comme on cherche des primitives sur [0,1], alors les primitives de f1 sont de la forme
1 1 1
Fi(x)= %ln(x+3)— Zln(l —x)— gln(2 —-x)+ec.

X

———————— sur 1-1,1[.
o xt—-2x3+2x-1
Aprés décomposition en éléments simples, on trouve que

1 31 1 9 1 1 1
+—= += += .
+1 8x-1 4(x-12 2(x-1)3

2. Calculons les primitives de fo(x) =

1
fo(x)=(x+2)+ 3
Et en intégrant, on trouve

31 91 1 1
dr=tx?sox+ i1+ Lo -2 11
ffZ(x) ‘ x rhgnletdlt == e e

Comme on cherche des primitives sur 1— 1,1, alors les primitives de fo sont données par :

1 31 9 1 1 1
F ==x°+2 + 1 +1 +—1 l1-x)—————-=
9 (x) 2x x n(x+1) n(l—x) 17 1 4G- 1)2
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6x2+2

3. Calculons les primitives de f3(x) = I sur]-1,1[.

La décomposition en éléments simples donne que

—2x+1 2x+1
+ .
x2+x+1 x2-x+1

—2x+1 2 2x+1
[ty [ 2 g [,
x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1

1
= zf—dx—ln(x2+x+1)+C1
(x+

f3(x)=

2
2) +i
8 1
= gf—lalx—ln(x2+x+1)+01
2

(ot )2+1

8 1 9
= gfmdx—ln(x +x+1)+Cq
V3

2241 on q alors dt = = dx et ainsi

En considérant le changement de variable t = 5 7

1 3 1 3 3 2x+1
f—dngfmdtz5arctant+02=§arctan(x—

+Co.
(Bl V3 ) 2

Ainsi,on a :

f —2x+1 4 ¢ (2x+1
—————— = —arctan
2+x+1 /3 V3

) ~In(x®+x+1)+Coi C= C1 + Cq est une constante réelle.

De méme, on trouve que :

f 2x+1 d 4 ¢ (2x—
—— aX = — arctan
x?—x+1 V3 V3

Et finalement on obtient

1
) +1n(x? —x+ 1)+ K ot K est une constante réelle.

X

2_x+1
2+x+1

ff3(x)dx = ln(

4 ( (2x
+ —|arctan

V3

) + arctan (

2x+1
+ Cte.
=)

6.4 Intégrales généralisées (ou impropres)

Dans ce paragraphe, on considérera un intervalle semi-ouvert [a, b[ de R et une fonction f, définie sur
[a, bl, a valeurs dans R, tels que :

oubien b=+c0

oubien b <+ooet f nest pas définie en b.

On obtient des résultats analogues lorsque f est définie sur un intervalle semi-ouvert la, ] tel que ou bien
a = —oo ou bien a > —oco et f n’est pas définie en a. Il suffit pour les démontrer de faire un changement de
variable ¢t — —¢.
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Lorsque f est définie sur un intervalle ouvert la, b[, on fixera un point ¢ €la, b[ et on considérera séparé-
ment I'existence des intégrales généralisées de f sur les deux intervalles semi-ouverts la, c] et [c, b[.

Afin d’introduire les intégrales généralisées, commencons par calculer les limites suivantes :

. Adx Ad A dx . b dx
(@) lim — (b) Ali?oo ) ? (c) h j(; T (d) Allnil*fo 1-x2

On a alors :

1 -1
(a) Pour 1> 1, la fonction x — — est intégrable sur [1, 1] de primitive la fonction x — — +C ou CeR
x x
est une constante, ainsi
2
1

Adx
=1--.
A

-1

X

1 x2 1

rd
Et donc, hm —;C =1.
+ooJ1 X

1
(b) Pour A > 1, la fonction x — ? est intégrable sur [1, 1] de primitive la fonction x — 2v/x+C ou C € R
x

est une constante, ainsi

d
7’; =2 [Vx]} =2(/A-1).

rd
Et donc, lim % = too.
A—+o0J1 \/_
-2
(¢) Pour 0 < A <1, la fonction x — i est intégrable sur [0, A] de primitive la fonction x — 3 1-
—-x
x)% + C ou C € R est une constante, ainsi
Aod 2 -2
f T . =2-"Za-ne
0 V1-x 3 3
rodx 2
Et donc, hm =—.
o V1 3
. 1 C o . -1
(d) Pour 0 < A< 1, la fonction x — W est intégrable sur [0, A] de primitive la fonction x — 3 1-
-x
x)2 +C ot C €R est une constante, ainsi
Aodx 1 1 3
——=...===—=(1-2)z.
fo (1-x)2 3 3 ( )
Aodx 1
Etd 1 —_— =
onc, 1m e x)2 3

6.4.1 Définitions, propriétés

Soit f, une fonction réelle continue sur I =[a, b[ (b finie ou b = +o0). Dans ce cas, pour tout A €I, f est
continue sur l'intervalle fermé borné [a, A]. On peut donc considérer la fonction F' définie par :

A
F(A) = f fx)dx.

Comme on I’a vu dans les exemples précédents, deux cas peuvent alors se présenter :
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— F(A) admet une limite finie lorsque A — b, 1 <b.
— F(A) n’admet pas de limite finie lorsque 1 — b, A1 <b.

Nous introduisons alors les deux définitions suivantes :

Définition 6.3. Soit f une fonction continue sur tout fermé borné [a, A] pour tout A € [a, b] et soit F la

2
fonction définie par F(1) = f f(x)dx. Si F(1) admet une limite finie lorsque A — b, A < b alors le symbole
a
b
f f(x)dx est dit intégrale généralisée convergente.
a
A b
La valeur de cette intégrale, est par définition, la limite de F(A). On note : Alilili f fx)dx = f f(x)dx.
- a a
b
En cas de convergence, si F est une primitive de [ sur [a,b[, on a alors : f fx)dx = lirlr>1 [F(x)-F(a)l
a x—0"
Définition 6.4. Soit f une fonction continue sur tout fermé borné [a, A] pour tout A € [a, b] et soit F la

A
fonction définie par F(A) = f f(@)dx. Si F(A) n’admet pas de limite finie lorsque A — a, A > a alors le
a

b
symbole f f(x)dx est dit intégrale généralisée divergente.
a

Exemple 6.7.

tody 1 dx 1 o .
sont des intégrales générali-
0

1. On a vu, en début de cette section, que f — e 3
x 1-x 0o (1-x)

1

sées convergentes de valeurs respectives 1, § et §

+00
Par contre f —— est une intégrale généralisée divergente.

1V

1

dx est convergente alors que f dx est divergente

+00 1
2. Lintégrale impropre f Pom—
& PTOPTE Jo 1 0 (1-2)2

+x2
Remarque 6.2. Comme cela a été mentionné en début de cette section, on peut également :

— définir la notion d’une intégrale généralisée impropre en la borne inférieure. Pour cela, la fonction f doit

b
étre continue sur la, b] (a fini ou a = —oo) et la fonction F(A) étant définie par F(A) = Alim f f(x)dx.
—at J)

— définir la notion d’intégrale généralisée impropre en les deux bornes. Pour cela, soient : la, bl[c R, (a fini
oua=-ooetbfinioub=+00) et c €la, bl. Soit f continue sur la, bl.

b c
On dit que lintégrale généralisée f f(x)dx est convergente lorsque les deux intégrales f fx)dx et
a a
b
f f(x)dx sont convergentes.
c

b c b
On pose alorsf f(x)dxzf f(x)dx+f f(x)dx.

b
Si lune des deux intégrales précédentes diverge, on dit alors que l'intégrale impropre f f(x)dx est diver-
a

gente.

Exemple 6.8.
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1
1. Lintégrale généralisée "impropre en la borne inférieure” [ Inxdx est convergente et vaut —1, car par
0

une intégration par parties, on a
1
F(/l)f Inxdx=...=1-AlnA-1,
A

et imF(1)=-1.
A—0

+o0o
2. Lintégrale généralisée "impropre en les deux bornes” f 2 dx est convergente car on a
—oo X
F()fold ¢ tF(,B)fﬁld tan
a)= x=...=—arctana e = x=...=arctanp,
! o« 1+x2 2 0o 1+x2
tde plus lim Fy(@)=—= et lim Fy(f)=—
et de plus lim Fi(a —2e ﬁirilw 2(B =5
+00 1
Ainsi f ——dx=1.
oo 1422
+00 22 2
3. Lintégrale généralisée "impropre en les deux bornes” f x Inxdx est divergente x — oY In(x) - 1
0

car est une primitive de x — x Inx et donc

B - P
+ 2 In(B) - 7

S 1
Fa(p) = dx=...=—
0=} e

et de pluson a ﬁlim Fy(B) = +oo.
—+00

b b
Proposition 6.4. Soit f f(x)dx une intégrale généralisée impropre en b, alors les intégrales f f(x)dx et
a a

b
f f(x)dx sont de méme nature (c’est & dire toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes) pour
a

toute valeur a € [a, bl.

Remarque 6.3.
— On traduit ce résultat en énoncant : '"la nature d’une intégrale généralisée, impropre en la borne
supérieure, ne dépend pas de la borne inférieure".

— Un résultat analogue peut étre énonce pour une intégrale généralisée impropre en la borne inférieure.

Proposition 6.5. Soient : la, bI[c R, (a fini ou a = —oco et b fini ou b = +o0) et ¢ €la, bl. Soit f continue

b
sur la, bl. Alors, l'intégrale généralisée f f(x)dx est convergente si et seulement si pour tout c, d €la, bl,
a

c b
les deux intégrales f f(x)dx et f f(x)dx sont convergentes, ou de maniére équivalente, si n’importe quelle

a
primitive de f sur la, bl admet une limite finie en a par valeurs supérieures et en b par valeurs inférieures.

b
Si F désigne une primitive de f sur la, bl, on a alors f fx)dx = liI%F(x) —glciIréF(a).
a x— -

Remarque 6.4. On traduit ce résultat en énoncant : "la nature d’une intégrale généralisée, impropre
aux deux bornes, ne dépend pas de la valeur intermédiaire".
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6.5 Exemples classiques d’intégrales impropres

Les intégrales généralisées suivantes -dites fondamentales ou classiques ou encore de base- convergent
dans les cas précisés :

1. Intégrales de Riemann.

+oo dx
e l'intégrale f — > oua, a€Reta>0 est convergente si et seulement si a > 1.
x

a

@ dx
I'intégrale f —,oua, a€Reta>0 est convergente si et seulement si a < 1.
0 X

b dx
I'intégrale [ W, oua, b, a€R et a < b converge si et seulement si a < 1.
a xXxX—a

. b dx R ) .
e l'intégrale G0 oua, b, a€R et a <b converge si et seulement si a < 1.
a —X

1
2. l'intégrale f Inxdx, est convergente.
0

+oo

3. lintégrale f e dx,oua, acReta=0 est convergente si et seulement si a > 0.
a

6.6 Critéres de convergence
Lintérét de ces critéres est de permettre de déterminer la nature d’une intégrale généralisée sans avoir

a calculer la valeur! Dans la suite, I'intégrale généralisée peut étre impropre en sa borne inférieure ou
supérieure ou en les deux! On notera également par |a, b| 'un des intervalles la, b1, [a, b[ ou la, bl

b b
Proposition 6.6. Soient f, g continues sur Uintervalle |a,b|, et 1, peR. Si f f(x)dx et f g(x)dx sont
a a

b

convergentes, alors il en est de méme de f [Af(x)+pg(x)| dxetona
a

b b b
f[/lf(x)+,ug(x)]dx=/lf f(x)dx+,uf g(x)dx.

a

b b
Remarque 6.5. On peut trouver des fonctions f et g telles que f f(x)dx et f g(x)dx divergent alors que
a a

b
f (f(x) + g(x))dx converge !

Proposition 6.7. Soit [ continue sur Uintervalle [a,bl ou b est fini. Si f(x) admet une limite finie lorsque

b
x — b7, alors lintégrale f f(x)dx converge.
a

b
on dit que l'intégrale f f(x)dx est une fausse intégrale généralisée.
a

Exemple 6.9.
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2 Inx nx
1. Lintégrale généralisée [ 1—dx est une fausse intégrale généralisée car lin}— =-1. Etona
1 —-X x— —X
2 lnx —n?
[ o g
1 1-x 12
1 ¥ — e¥ —
2. Lintégrale généralisée f dx est une fausse intégrale généralisée car lir% = 1. Cette inté-
0 x— x
grale est donc convergente.
L . [%sinx o o . sinx
3. Lintégrale généralisée f dx est une fausse intégrale généralisée ente car hII(l) = 1. Cette
0o X x—0 X

intégrale est donc convergente.

A
Proposition 6.8. Soient f une fonction positive sur [a, bl et M € R tels que f f(x)dx < M pour toute valeur
a

b b
A€la, bl, alors f f(x)dx converge et on a 0 Sf fx)dx <M.
a a

Proposition 6.9. Soient f, g deux fonctions positives sur [a, bl (b fini ou b = +o0) vérifiant 0 < f < g sur
[a, bl

b b b b
-Si f g(x)dx converge, alors f f(x)dx converge et on a 0 Sf fx)dx S[ gx)dx.
a a a a
b b
-Si f f(x)dx diverge, alors f g(x)dx diverge.
a a

Proposition 6.10. Soient f et g deux fonctions positives sur [a, bl vérifiant f(x) s g(x) f(x) ~p- g(x) sur

b b
[a, bl (b fini ou b = +00), alors les intégrales généralisées f f(x)dx et f g(x)dx sont de méme nature.
a a

Exemple 6.10.

+00
1. Etude de l'intégrale généralisée f e dx.
0

. _ 2 —_ . . +Oo _
On sait que e™* < e ™ pour tout x € [1, +ool, or I'intégrale généralisée f e *dx est convergente et
0
vaut 1 puisque :

+00
] e fdx=[-e"]{®=1-e""=1
0

+00

2
Ainsi par application de la proposition 6.9, 'intégrale généralisée f e ¥ dx est convergente.

1
+00

. I 2 P .. —x? 5
Finalement Uintégrale généralisée f e " dx est convergente car sa convergence ne dépend pas de la
0

borne inférieure.

+00 gin2y

dx.

2. Prouvons la convergence de lintégrale généralisée f Tra?
0 +Xx
s 02

. n“x
Les fonctions f : x — 5
21+x

: 1 +00
Vxe[0, +o0of, 0= st x < etf
1+x2 7 1442 0

et g:x— 1 vérifient les conditions de la proposition 6.9 puisque

+x2

T a2 dx est convergente (cf Exemple 6.8).
x

+00 qin2

sin“x

Donc, dx est également convergente.
o 1+x2
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dx.

. .. 1 siny/x
3. En appliquant la proposition 6.10, on va prouver la convergence de f
0o X

. 1 dx
En effet, les fonctions f : x — SNV oy g :x— -L sont équivalentes au voisinage de O*. Or, —

* vE 0 Vx
1siny/x

X

dx.

Ldx
converge car f 7 =[2 \/a_c](l) = 2. Ce qui prouve la convergence de f
0 X 0

6.7 Convergence absolue

b b
Définition 6.5. Lintégrale généralisée f f(x)dx est dite absolument convergente lorsque f |f(x)|dx est
a a

convergente.

Exemple 6.11.

e +oo sinx 1 +oo
1. Lintégrale dx est absolument convergente car < — pourtout x € [1, +oo| et —dx
1 x2 x2 x2 1«2
est convergente.
e +0 cosx cosx 1
2. Lintégrale 3 dx est absolument convergente car sa 3| = —3 pour tout x € [1, +ool et
1 l+x 1+x x

+o00o
fl = dx est convergente. Ainsi, puisque la convergence ne dépend pas de la borne inférieure, on voit

*t© cosx
que — dx est absolument convergente.
0 1+x

Proposition 6.11. Si une intégrale impropre est absolument convergente alors elle est convergente.

Remarque 6.6. La réciproque du résultat précédent est fausse.



